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Abstrakt

V tomto prispevku sa venujeme problematike vyuéby zakladného kurzu mate-
matiky na vysokych Skolach v softvéri Matlab. Tento zakladny kurz je rozdeleny
na dve oblasti: linearna algebra a funkcia jednej realnej premennej. Prispevok je
zamerany na prezentaciu nasich skiisenosti s vyu¢bou tohto predmetu v prostredi
Matlab na Technickej univerzite v KoSiciach, Fakulte banictva, ekolégie, riadenia
a geotechnoldgii v prvom ro¢niku bakalarskeho stidia. Priblizime jeho konkrétne
vyuzitie na prikladoch z linearnej algebry s dérazom na spdsoby rieSenia sustav
linedarnych rovnic. UkaZeme niekolko tloh a demonstrujeme moZnosti rieSenia
niekolkych problémovych tloh z oblasti tykajicich sa vyuzitia vektorov a matic.
Pri funkcii redlnej premennej sa zameriame na komplexné riesenie priebehu fun-
kcie jednej premennej.

1 Uvod

O vysokogkolské stidium technického zamerania maji zaujem nielen Studenti, ktori matu-
rovali z matematiky a teda vo Stvrtom roé¢niku mali intenzivnu pripravu z tohto predmetu, ale aj
Studenti s ro¢nou ,,prestavkou“ v matematike. Tato prestavka sa nasledne prejavuje v ich schop-
nostiach a zruénostiach pouzivat zdkladny aparat, nevyhnutny pre pochopenie zékladnych mate-
matickych pojmov. Zaroven je vytvoreny priestor pre pomerne nehomogénnu skupinu studentov
v jednej Studijnej skupine. Tato diferencidcia Studentov roéznych §kol sa prejavuje hlavne v po-
slednych rokoch a vyrazne rastie, preto je ddlezité tento fenomén véas podchytif a riesit. Casovi
dotéciu jednotlivych predmetov, hlavne matematiky na prvom stupni vysokoskolského studia,
nie je mozné z roznych dovodov pruzne zvySovat podla aktudlnej potreby Studentov, preto je
nutné pristupovat k inym moznostiam. Jednou z nich je zavedenie novych technolégii, metéd
a foriem do vyucby.

Ustav Riadenia a informatizécie vyrobnych procesov zabezpecuje vyucbu matematickych
predmetov pre prvy stupen vysokoskolského stidia na fakulte BERG (Fakulta banictva, ekoldgie,
riedenia a geotechnoldgii) Technickej univerzity v Kosiciach. Nosnym premetom prvého ro¢nika
bakalarskeho studia na fakulte je predmet Matematika 1. Tento zdkladny kurz je rozdeleny
na dve oblasti: linedrna algebra a funkcia jednej realnej premennej.

Ako bolo spomenuté, v sticasnej dobe klasickd vyuéba dostatoéne neriesi nehomogénnost
skupin studentov a samotny priebeh cviceni nie je pre Studentov dostatocéne trendovy. Rozvoj
IKT v spoloc¢nosti prispieva k zmene pohladu aj na klasické ,,ru¢né“ ratanie prikladov. Na vy-
sokych skoléch technického zamerania je zaujimavé a ziadané integrovat do vyuéby prave softvér
Matlab [3].

2 Matematika 1

Ako bolo spomenuté modernym trendom sucasnej doby je aj rieSenie matematickych tloh
a prikladov pomocou vhodnych matematickych softvérov. Tento trend uplatiujeme aj v pred-
mete Matematika 1 a to pocCas vyucby, cvic¢eniami, ktoré kombinuju klasické metdody rieSenia
a rieSenie pomocou matematickych softvérov. Hlavny doraz sa kladie na softvér Matlab, ktory
v ramci fakulty vyuzivame aj v inych predmetoch.



Obsah predmetu Matematika 1 je rozdeleny do 13-tich tyzdiov zimného semestra prvého
ro¢nika bakaldrskeho stidia. A je organizovany v nasledujicich vyucovacich jednotkach:

e 2 hodin prednésok a

e 3 hodin cviceni.

V stcasnosti na tento zdkladny kurz matematiky je zapisanych 300 studentov Studujici
v 11-tich roznych studijnych programoch.

Pocas vyucbovej casti semestra Studenti ziskaju zédkladné vedomosti, schopnosti a zru¢nosti
v manipuldcii so zdkladnymi pojmami z oblasti:

1. linearnej algebry - vektory, matice, determinant matice, inverznd matica, sposoby rieSenia
sustav linedrnych rovnic,

2. a funkcie jednej realnej premennej — zakladné vlastnosti funkcii, postupnosti, vypocet
limit postupnosti, limita funkcie a sposoby jej vypoctu, spojitost funkcie, derivécia funkcie
a jej geometricky a fyzikalny vyznam, vySetrovanie priebehu funkcie, vypocet neurcitého
a urcitého integralu a ich zédkladné aplikécie.

Z oblasti linedrnej algebry za klti¢ové povazujeme schopnost vyriesit sistavu linedrnych
rovnic pouzitim jednej univerzalnej a dvoch metdd aplikovanych v §pecidlnych pripadoch:

1. Gaussova elimina¢nd metdda, ktorej zdkladna myslienka je zalozend na ekvivalentnych
upravach matic a vytvoreni ekvivalentného systémy rovnic s povodnym.

2. Cramerovym pravidlom metdda aplikovatelnd v $pecidlnom pripade. Tato metéda je zalozend,
na vypocte determinantov.

3. Pomocou inverznej matice, d'alsia z metéd aplikovatelnych v §pecidlnom pripade, kde
zékladom tejto metédy je maticovy zapis sistavy linedrnych rovnic, vyjadrenie inverz-
nej matice sistavy (pomocou adjungovanej matice algebrickych doplnkov alebo pomocou
blokovej matice) a nésledne nésobenie inverznej matice s maticou pravej strany.

Z oblasti funkcie jednej redlnej premennej za klticové povazujeme schopnost vysetrit prie-
beh funkcie.

Preto aj pri zapajani matematického softvéru do vyucby kladieme doraz prave na tieto
oblasti. Ked'Ze sposob vypoctu sistav linedrnych rovnic pomocou Gaussovej eliminaénej metédy
povazujeme za univerzalny, preto jeho osvojenie prebieha predovsetkym rucne.

3 Riesenie sustavy linearnych rovnic v Matlabe

Sustavu rovnic [1]:

a11x1 + aprey + ...+ aipx, = by

a1 + azpry + ...+ ax, = by
(1)

Am1T1 + AmaT2 + ... + AppTn = by,
nazyvame sustavou m linedrnych (algebraickych) rovnic (LR) o n nezndmych, kde aii, ..., amn
su koeficienty sustavy (redlne ¢isla), xq,...,z, si nezndme a ¢isla by, ..., by, na pravej strane

nazyvame absolutnymi ¢lenmi.



Sustavu LR mozno zapisat v maticovom A - X = B, kde

a1 a2 ... aip T b1

asy ano . aAon T2 b2
A= , X = aB=

Ami @m2 .. Gmn Tn, bm

Riesenie suistav linedrnych rovnic pomocou metédy Cramerovo pravidlo a rieSenie stustav
linedrnych rovnic pomocou inverznej matice je mozné realizovat len za podmienky, Ze deter-
minant matice sustavy je rozny od nuly. Za takejto podmienky ocakavame riesSenie sustavy
linearnych rovnic v tvare usporiadanej n-tice. Pricom n - je pocet rovnic a ziroven pocet
neznamych sustavy linedrnych rovnic.

3.1 Cramerovo pravidlo

Majme sustavu linearnych rovnic so Stvorcovou maticou sustavy. Ak determinant D stustavy
linedrnych rovnic je r6zny od nuly, tak systém linearnych rovnic mé prave jedno rieSenie x1, ..., x,

dané vzfahmi
D, Dy D, @)
— Xy = — ..., Ty = —,
D? D "D
pricom D; su determinanty matic, ktoré dostaneme tak, ze i-ty stfpec v matici A nahradime
stlpcom pravych stran.

xr1 =

Postup rieSenia siistavy linearnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla v Matlabe:
Predpokladajme, ze m = n, t.j. dana je nasledujica sustava linearnych rovnic

a11r1 + a12%2 + ... + apxy = by
911 + aTo + ... + aspx, = by

ap1x1 + anaxo + ... + GupTn = by.

1. Zaddme maticu sustavy A.

A=[all,al2,..,aln; ..;anl,an2,..,ann]

2. Zistime determinant matice sustavy.

det (A7)

3. Zadame vektor pravych stran B.

B=[bl,b2,..,bn]

4. Ak je determinant matice sustavy rozny od nuly, tak zaddme a vypocitame Dy, D, ..., D,.
Ak je determinant matice rovny nule, nemoézeme pouzit nasledujiici postup.

Dl= [B, A(:,2:4)]
det (D1)

Di=[A(:, 1:(i-1),B, A(:,n)]
det (Di)




5. Nasledne vypoéitame nezndme pomocou vztahov x; = %, Ty = %, e, Ty = %.

x1l=det (D1) /det (A7)

xn=det (Dn) /det (A)

Priklad: Rieste stistavu linedrnych rovnic

r1 + 2z9 — T3 — 2x4 = —2

2¢1 4+ w2 + 23 + x4 = 8

r — T2 — X3 + x4 = 1

r1 + 229 + 223 — x4 = 4
RiesSenie:

> A=[12 -1 -2; 21 11; 1 -1 -11; 1 2 2 -1] %Zadame maticu sustavy

>> det (A) %Vypocitame determinant matice sustavy

>> B=[-2; 8; 1; 4] %Zadame vektor pravych stran

>> D1= [B, A(:,2:4)] $Nahradime prvy stlpec matice A, vektorom pravych stran
>> det (D1) %Vypocitame determinant D1

>> x1l=det (D1) /det (A) %Vypocitame neznamu x1

>> D2= [A(:,1), B, A(:,3:4)] %Nahradime druhy stlpec matice A, vektorom pravych stran
>> det (D2) %Vypocitame determinant D2

>> x2=det (D2) /det (A) %Vypocitame neznamu x2

>> D3=[A(:, 1:2),B, A(:,4)] %Nahradime treti stlpec matice A, vektorom pravych stran
>> det (D3) %Vypocitame determinant D3

>> x3=det (D3) /det (A) %$Vypocitame neznamu x3

>> D4=[A(:,1:3), B] %Nahradime stvrty stlpec matice A, vektorom pravych stran

>> det (D4) %Vypocitame determinant D4

>> x4=det (D4) /det (A) %Vypocitame neznamu x4

3.2 Riesenie ststavy linearnych rovnic pomocou inverznej matice

Predpokladajme, ze k matici A existuje inverznd matica A~!. Ak vyndsobime rovnicu
A - X = B maticou A~! (zlava) dostdvame

A1 (AX) = Al
-1

A-1.B
(A"1.A).X = A1.B
X A1.B.

Postup rieSenia ststavy linedrnych rovnic pomocou inverznej matice v Matlabe [2]:

Tak ako v predchadzajicom pripade rieSime nasledujicu sistavu linearnych rovnic

a11r1 + a12T2 + ... + a1y, = by
211 + ax2 + ... + agpxy = bo

an1T1 + apaxs + ... + Aty = by.

1. Zaddme maticu sdstavy A.

A=[all,al2,..,aln; ..;anl,an2,..,ann]

2. Zistime determinant matice sistavy.

det (A)




3. Ak je determinant roézny od nuly pokracujeme zadanim vektora pravych stran, v opa¢nom
pripade koné¢ime.

B=[bl,b2,..,bn]

4. Vypocitame inverzni maticu k matici A a oznac¢ime ju C.

C=inv (A)

5. Samotny vypocet matice X.

X=C«*B

Priklad: Rieste stistavu linedrnych rovnic

T1 + 29 — T3 — 2x4 = =2

201 + 3 + x3 + x4 = 8

r — T2 — X3 + x4 = 1

r1 + 2x9 4+ 223 — 14 4
RiesSenie:

> A=[12 -1 -2; 21 11; 1 -1 -11; 1 2 2 -1] %Zadame maticu sustavy

>> det (A) %Vypocitame determinant matice sustavy

>> B=[-2; 8; 1; 4] %Zadame vektor pravych stran

>> C=inv (A) %Vypocitame inverznu maticu k matic A a oznacime ju pismenom C
>> X=CxB %Vypocitame maticu X

3.3 Riesenie linearnych rovnic, ak determinant matice siustavy je nulovy a
rieSenie poddeterminovaného a predeterminovaného systému

Ak je determinant matice stustavy nulovy, alebo ak je pocet rovnic nizsi alebo vyssi ako
pocet neznamych, t.j. hovorime o poddeterminovanom alebo predeterminovanom systéme, nie
je mozné pouzit vyssie predstavené met6dy.

V tomto pripade je k vypoctu mozné pouzit Frobeniovi vetu, ktorej zakladnou myslienkou
je porovnanie hodnoty matic, a to hodnosti rozsirenej matice s hodnostou matice sistavy.

Frobeniova veta: Nech A je matica sustavy linedrnych rovnic o n nezndmych a A je
rozsirena matica sustavy linedrnych rovnic. Sustava linedarnych rovnic ma rieSenie vtedy a len

vtedy, ak rank(A) = rank(A). Naviac,

e ak rank(A) = rank(A) = n, tak stistava linedrnych rovnic m4 jedno riesenie;

e ak rank(A) = rank(A) < n, tak sistava linedrnych rovnic ma nekone¢ne vela riesen.

Postup rieSenia sustavy linearnych rovnic poddeterminovaného a predetermino-
vaného systému v Matlabe:

Je dana sustava linearnych rovnic:

a11r1 + ajpgre + ... + a1pT, = by
ao1T1 + agsxs + ...+ asuT, = bo

Am1®1 + amaTs + ... + GmnTn = bm




1. Zaddme maticu sistavy A.

A=[all,al2,..,aln; ..;aml,am2,..,amn]

2. Zadame vektor pravych stran B.

B=[bl,b2,..,bm]

3. Zadame rozsirentd maticu sustavy.

Ar=[all,al2,..,aln,bl; ..;aml,am2,..,amn,bm]
alebo
Ar=[A, B]

4. Vypoéitame hodnost matice ststavy a rozsirenej matice ststavy.

rank (A)
rank (Ar)

5. Dalej pokracujeme podla Frobeniovej vety, teda porovname hodnost ststav, ak si rozdielne
stustava linedrnych rovnic nema rieSenie, ak sti rovnaké a zhodné s poctom neznamych
tak ma sustava jedno rieSenie, ak si hodnosti mensie ako poCet neznamych sustava ma
nekoneé¢ne vela rieseni. V druhom a treom pripade pokrac¢ujeme d’alej riesenim.

6. Upravime rozsirend maticu na redukovany schodkovity tvar.

>> rref (Ar)

7. 7 redukovaného tvaru vidime, ¢ m4 sistava rovnic jedno alebo nekoneéne vela rieSeni.
Ak m4 stustava jedno rieSenie zaddme jeho rieSenie nasledujicim prikazom.

x=A\B

8. Ak m4 stistava nekonecne vela rieseni, vhodne zvolime volni nezndmu (alebo nezname),
ktori vynechdme, t.j. nebudeme hladat pre nu riesenie.

[x1,..,xn]=solve('l.rovnica','2.rovnica',..,'m. rovnica')

Priklad: Rieste stustavu linearnych rovnic

200 + dxs — 3x4 = 6

201 + x2 4+ 33 + x4 = 0
r1 + bdryg + 13x3 = 8
201 + 3x9 4+  Txs — 2x4 = -5



>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

A=[0 2 4 -3; 21 3 1; 1513 0; 2 3 7 -2] %Zadame maticu sustavy

det (A) %Vypocitame determinant matice sustavy

%$Kedze determinant Jje rovny 0,nie Jje mozne pouzit Cramerovo pravidlo

%ani riesenie pomocou inverznej matice.

Ar=[0 2 4 -3 6; 21 3 10; 1513 08; 2 3 7 -2 -5] %Rozsirena matica sustavy
rank (A) %$Vypocitame hodnost matice sustavy

rank (Ar) %Vypocitame hodnost rozsirenej matice sustavy

%$Kedze hodnost tychto matic je rozna, podla Frobeniove]j vety sustava linearnych
$rovnic nema riesenie.

Priklad: Rieste stustavu linedrnych rovnic

3r1 — 4x9 + x3 + 214 = 8
201 — 6z — 2x3 + 3x4 = 10
dry + 2x9 + 8xz — Ty = =2
RiesSenie:
>> A=[3 -4 1 2; 2 -6 -2 3; 4 2 8 -1] %Zadame maticu sustavy

>> %Kedze matica nie je stvorcova, nie je mozne pouzit Cramerovo pravidlo
>> %ani riesenie pomocou inverzne]j matice.

>> Ar=[3 -4 1 2 8; 2 -6 -2 3 10; 4 2 8 -1 -2] %Rozsirena matica sustavy
>> rank (A) %$Vypocitame hodnost matice sustavy

>> rank (Ar) S%Vypocitame hodnost rozsirenej matice sustavy

>> %Kedze hodnost tychto matic je rovnaka, ale mensia ako pocet neznamych,
>> %$podla Frobeniovej vety sustava linearnych ma nekonecne vela rieseni.
>> B=[8; 10; -2] %Zadame vektor pravych stran.

>> rref (Ar)

>> [x, vy, z]=solve ('3*x—4xy+z+2+xu=8", '2%x-6xy-2*xz+3xu=10", '4xx+2xy+8xz-u=-2")
4 RieSenie priebehu funkcie v Matlabe

Pri vysSetrovani priebehu funkcie bez softvéru dodrziavame nasledujicu Strukturu:

;

1. defini¢ny obor,
2. pérnost, neparnost, periodi¢nost funkie,
Z predpisu funkcie uréime: ¢ 3. priesecniky s osou x a osou v,

4. uréime body nespojitosti,

(5. asymptoty so smernicou, asymtoty bez smernice.
6. stacionarne body,

Z prvej derivécie urc¢ime: < 7. intervaly, na ktorych funkcie rastie, klesd,
8. lokalne extrémy funkcie.

) L. . 9. inflexné body funkcie,
Z druhej derivéacie uréime: ) o ) ) ,
10. intervaly, na ktorych je funkcia konkavna, konvexn4.

11. Nakreslime graf funkcie.

V softvérovom rieseni priebehu funkcie je kladeny vyssi doraz na schopnost Studentov

pracovat s grafom funkcie a z neho popisat doleZité vliastnosti funkcie. Pri vySetrovani priebehu
funkcie klasicky, teda ruéne, je cielom zndzornenie grafu funkcie.

Riesenie priebehu funkcie si ukdzeme na komplexnom priklade.




Priklad: Vysetrite priebeh funkcie:

2 —x—6

F= r—2

Riesenie:
K vypoctu pouzijeme symbolicky toolbox syms x.

>>

o
)

>>

f=(x"2-x-6)/(x-2)
graf funkcie e
ezplot (f); grid on

Graf funkcie f=(x2-x-6)/(x-2)
T T T

Obr. 1: Graf funkcie

Z grafu funkcie (Obr. 1) je mozné urcit:

1. D(f) = (~00,2) U (2, 00).

2. M4 asymptoty so smernicou aj bez smernice. Asymptota bez smernice je zjavnd, a to

priamka x = 2. Asymptotu so smernicou vyjadrime.

3. Funkcia nie je ani parna ani neparna a je spojitd na definicnom obore.
4. Funkcia f je na D(f) rastica a nemd ziadne lokdlne extrémy.

5. Funkcia f je na intervale (—oo, 2) konvexnd a na intervale (2, 00) je konkdvna. Nemd ziaden

inflexny bod.

Vsetky tieto zavery overime aj vypoctom.

Prva derivacia funkcie:

>>
>>
>>

>>
>>

g=diff (f,x,1)

% Uprava
simplify (qg)

$Prva derivacia sa rovna nule, t.j. kandidat na stacionarny bod.
solve (qg)




Z vypoctu vidime, ze rieSenie je komplexné, teda funkcia nemé ziadne stacionarna body.
Spojime do jedného obrazka grafy oboch funkcii, t.j. graf povodnej funkcie aj jej prvej derivécie.

>> ezplot (f); grid on;
>> hold on;
>> ezplot (g);

Graf funkciefa g
T

Obr. 2: Graf funkcie a prvej derivacie funkcie

Cerveny graf je graf prvej derivacie funkcie (Obr. 2). Na definiénom obore je prva derivacia
kladnd, teda funkcia f je na celom definicnom obore rastiica. Druhd derivacia funkcie f sa
vypocita nasledovne:

>> h=diff (£, x, 2)

>> % Upravime vyraz

>> simplify (h)

>> % Vidno, ze neexistuje inflexny bod funkcie f, lebo
>> solve (h)

Vykreslime graf druhej derivéacie spolu s grafom funkcie f:

>> ezplot (f); grid on
>> hold on
>> ezplot (h)

Cervend funkcia je funkcia h, t.j druhd derivécia funkcie f (Obr. 3). Vidime, Ze na intervale
(—00,2) je druha derivécia kladné, teda funkcia f je na tomto intervale konvexnd. Na intervale
(2,00) je funkcia h (druhd derivdcia funkcie f) zdpornd, teda funkcia f je na tomto intervale
konkdvna. Este vyjadrime rovnice asymptot (Obr. 4):

>> % Asymptoty bez smernice x=2

>> limit (£, x, 2, 'left'")

>> limit (£, x, 2, 'right'")

>> % Asymptoty so smernicou y=kx+qg, kde k=lim (f (x)/x)
>> limit (f\x, x, inf)

>> limit (£\x, x, —-inf)

>> % g= lim(f-kx)




>> limit (f-x, x, inf)

>> limit (f-x, x, —-inf)

>> %Sasymptota so smernicou ma rovnicu y=x+1
>> u=x+1

>> ezplot (f); grid on;

>> hold on;

>> ezplot (u)

Dalsie priklady vhodné na riesenie pocas vyucovacich jednotiek a na samostatni préacu
Studentov su zverejnené na stranke http://web.tuke.sk/fberg-blended/.
5 Zaver

Do vyucby predmetu Matematika 1 na vysokej Skole technického zamerania sme zara-
dili softvér Matlab, pricom vyucba tohto predmetu prebiehala kombinovanou formou. Téato
kombinovand forma pozostavala z dvoch casti. Najprv boli zdkladné pojmy a ich vlastnosti de-

Graf funkcie fa h

Obr. 3: Graf funkcie a druhej derivécie funkcie

Graf funkcie f s asymptotou
T T T

Obr. 4: Graf funkcie s asymptotou




monstrované na jednoduchych prikladoch, pricom Studenti realizovali vSetky vypocty iba rucne.
Nasledne boli zlozitejsie vypocty realizované s vyuzitim softvéru.

Tento sposob sme zvolili preto, lebo sa domnievame, ze vhodne kombinuje klasické vzde-
lavanie, kde student najprv pochopi zaklad problematiky klasickou formou a tieto vedomosti s
nasledne upevnené v rieSeni vypoctovo zlozitejsich tloh s vyuzitim softvéru. Domnievame sa, ze
len samotné vyuzivanie softvéru vedie éasto k neschopnosti studentov odhalif chybu v rieseni.
Nase skusenosti s vedenim kombinovaného kurzu Matematiky 1 potvrdzuju, ze zavedenie takejto
vyucby nekomplikuje obsah samotnej vyucby o programovanie v softvéri Matlab, lebo pri re-
alizacii vypocCtov v softvéri Matlab je potrebné osvojenie pomerne malého poctu zakladnych
prikazov. Nase skiisenosti potvrdzuji, Ze schopnost studentov pracovat s jednotlivymi pojmami
z oblasti linedrnej algebry a funkcie jednej redlnej premennej je na rovnakej alebo o nieco vyssej
drovni ako pri tradi¢nej vyucbe.

Tieto pozorovania potvrdili aj vysledky zdverecnej kontroly z predmetu Matematika 1
ako aj celkovd spokojnost studentov s takouto formou stiidia predmetu Matematika 1 na nasej
fakulte.
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