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Abstrakt

Clanek se zabyva sestavenim nelineiarniho dynamického modelu chovani realného za-
fizeni — kyvadla na voziku. Kyvadlo je pFipevnéno na voziku vedeném dvéma tycemi.
Pohyb voziku ovladan stejnosmérnym motorem s permanentnimi magnety. Cilem
prispévku je sestavit matematicky model zafizeni maximalné vyuZivajici znamé kon-
struk¢ni, mechanické a elektrické charakteristiky fyzického laboratorniho zafizeni.
Tento nelinearni model je dale linearizovan do tvaru standardniho linearniho stavo-
vého popisu, kde vstupem je napajeci napéti motoru a vystupem poloha voziku a tihel
kyvadla. Linearni model bude pouzit pro navrh regulatoru polohy voziku s kyvadlem
udrZovanym v horni metastabilni poloze.

1 Uvod - uréeni modelu

Laboratorni zafizeni — kyvadlo na voziku — je navrzeno a vyrobeno pro potieby vyuky na Kate-
die fizeni procesti FEI Univerzity Pardubice v oblasti modelovani a simulace, experimentalni identifi-
kace a teorie fizeni. V tomto ¢lanku je popsano vytvoreni nelinedrniho modelu zafizeni metodou ma-
tematicko-fyzikalni analyzy vychazejici z konstrukce a provedeni daného zatizeni. Vysledny spojity
nelinearni matematicky model popisuje dynamiku vsech tii zakladnich casti (kyvadla, voziku a elek-
tromotoru) véetné vzajemného ovliviiovani v zavislosti na napajecim napéti motoru. Diiraz je kladen
na sestaveni rovnic vychazejicich ze zakladnich fyzikalnich pfedstav o plisobicich silach a momentech
a respektujicich konkrétni konstrukéni feSeni. Tento pfistup umoznuje piimo urcit ¢i aspon odhadnout
hodnoty vétSiny parametrii modelu.

Nelinearni model je zdkladem pro experimentalni identifikaci, kdy budou urceny korekce vy-
branych parametrii matematického modelu takové, aby dynamické chovani modelu maximaln¢€ odpo-
vidalo priub&hiim zméfenym na realném zafizeni. Pro potfeby navrhu regulace je provedena linearizace
nelinearniho modelu do tvaru standardniho linedrniho stavového modelu. Stavovy model bude zékla-
dem pro névrh a realizaci stavového regulatoru s estimaci stavu udrzujiciho kyvadlo v horni metasta-
bilni poloze pii pohybu voziku sledujiciho zmény zadané polohy. Vérohodny nelinearni model je také
ptedpokladem pro navrh automatického vzptimeni

kyvadla z dolni stabilni polohy do horni metastabil- e ) _ 1
ni polohy. e ﬁ—: el

n
2 Popis zarizeni

Celé zatizeni bylo po mechanické i elektrické
strance od poc¢atku navrzeno pro pouziti v laborato-
fi. Zékladem je stojan zhlinikovych profild
sdvéma tyCemi vedoucimi vozik, na kterém je
umisténa osa otaceni tyCe kyvadla viz obrazek 1.

Kyvadlo je volné€ otocné a jeho poloha je snimana %‘t :@g
¢idlem uhlu otoceni — rotacnim magnetickym enko- o
derem AS5040 fy ams AG [1] s rozliSenim 10 biti Obrazek 1 Stojan s kyvadlem a motorem
(1024 pulst) na otacku (viz obrazek 2). Pohyb vo- . = . .

ziku je ovladan ozubenym femenem pies femenici P
umisténou piimo na ose stejnosmérného kartacové- ~

ho motoru s permanentnimi magnety Mabuchi

C2162. Otacky motoru jsou méfeny druhym enko- gy @
derem AS5040 umisténym na ose motoru (viz ob- —
razek 3). Motor je napajen 24 V a jeho otacky jsou
ovladany fidici jednotkou s fidicim signalem 0-5 V,
kde nulovym otackdm odpovida 2.5 V. Nulové
napéti vyvola maximalni otac¢ky jednim smérem a Obrazek 2 Cep kyvadla s enkoderem




napéti 5 V maximalni ota¢ky druhym smérem. [

Krajni polohy drahy voziku jsou opatieny konco-
vymi spinaci.

3 Sestaveni matematického modelu

Matematicky popis zafizeni se sklada ze tii
samostatnych Casti, které se vzajemn¢ ovliviuji.
Zakladem modelu je popis idealniho chovani jed-
notlivych ¢asti vychazejici z bilance pusobicich sil
a momentt. Pfizptisobeni redlnému chovani je do-
sazeno zahrnutim mechanickych odpori. Je pouzita

Obrazek 3 Motor s femenici

nejjednodussi aproximace — sila odporu je pfimo umérnd rychlosti pohybu ¢i rotace pfislusné casti.
Konstanty tmérnosti budou ur€eny experimentalné na zékladé¢ vyhodnoceni méteni provedenych na

zafizeni.

Sestaveni bilanci vychazi z principialniho schématu zafizeni na obrazku 4, kde je zobrazeno i

nahradni elektrické za-
pojeni motoru s odpo-
rem vinuti R a induk¢-
nosti L vcetné zdroje
s vnitinim odporem R..
Motor je propojen
ptevodem P s pohy-
bem voziku o hmot-
nosti m,. Pro zjedno-
duseni se predpoklada,
ze toto propojeni (rea-
lizované femenici o
poloméru r) je dokona-
le tuhé (bez pruznych
prvkt).  Predpoklada
se, ze kyvadlo je tvo-
fené ty¢i konstantniho
prifezu o hmotnosti my
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Obrazek 4 Princialni schéma zafizeni

a délce d, ktera na konci zavazi o hmotnosti .

3.1 Bilance sil - vozik

Na pohyb voziku maji vliv pouze sily puisobici v ose jeho pohybu (osa x). Poloha voziku je

N 2

relativni vzdalenost Ax/2 (i Ax). Na vozik plisobi sila akceleracni F,,, sila odporu F,, a sily vyvolané
pohybem kyvadla F,, (ty€) a F (zavazi). VSechny tyto sily musi byt v rovnovaze se silou F, kterou na
vozik pusobi femen pohonu. Bilanci sil tj. zavislost drahy voziku x na thlu natoceni kyvadla « a pliso-
bici sile F lze popsat rovnici

kde F
d?x
Fpy =m, dt?
dx
E,,=k,=—
ov vt

Fo, +Fpy+Fqg+Fg =F

2
Frg =my % (x + 1Ax)

dZ

Fy = mkm(x + Ax)

Ax = d.sin(a)

[kg.m.s™2 = N]

externi sila (tah femene)

sila setrvacna voziku

sila aproximujici odpor pohybu voziku k, [kg.m.s"]
sila setrva¢na ramene kyvadla

sila setrvac¢na koncového zavazi kyvadla

N 2

(M



dAx da(t)
— = d.cosa(t) o
a?ax _ o[ da(t)\? d2a(t)
—= = d [ sina(t) (T) + cos a(t) —

3.2 Bilance momentii - kyvadlo

Pii popisu rotaéniho pohybu kyvadla je potieba uvazovat kroutici momenty. Uhel nato&eni ky-
vadla je oznacen a a jeho kladn4 hodnota oznacuje otaceni proti smeru hodinovych ruci¢ek. Momenty
M, (v disledku akcelerace voziku), M, (vyvolany odporem) a M, (vyvolany silami F,; a F,; ptsobi-
cimi v disledku zmény polohy kyvadla vii¢i voziku v ose x) musi byt v rovnovaze s pisobenim mo-
mentu M, od gravitacni sily g. Gravitacni sila je vSak orientovana smérem doll a proto je ji potieba ve
formulaci (2) uvazovat se zapornym znaménkem. Bilanci momentt (tj. zavislost tthlu natoceni kyvadla
ana poloze voziku x) Ize popsat rovnici

Mgy + Moy + M, = =M, [kg.m?.s72 = N.m] )
2
kde Mgy = Ji ZTZ moment setrvaény kyvadla [, = 2mgd? + myd? [kg.m’]
My, = k,d Z—‘: moment aproximujici odpor kyvadla ki [kg.m.s']

d . . o xviy: A .
My = > Mad- sin(a) + d.myg.sin(a) moment pusobici v tézisti ramena + zavazi (gravitace)

M, =2

7 Fra cos(a) + d.Fy, cos(ed)  moment puisobici v tézisti ramena + zavazi (vozik)

3.3 Bilance napéti a momentii - motor

Popis dynamiky stejnosmérného kartacového elektromotoru s permanentnimi magnety vychazi
ze zapojeni na obrazku 4 a je tvoten elektrickou ¢asti (bilanci napéti na jednotlivych ¢astech tj. aplika-
ce Kirhofovych zakonli — rovnice 3) a mechanickou c¢asti (bilance momentti — rovnice 4). Ob¢ Casti
propojuje magnetické pole @, které je obecné funkcei protékajiciho proudu i. Zde je zaveden zjednodu-
Sujici predpoklad, ze magnetické pole je v oblasti pracovnich proudl konstantni. Konkrétni hodnoty
jsou zahrnuty v rychlostni konstant¢ &, a momentové konstanté k,, které lze zjistit nebo dopocitat
z informaci o motoru dodané vyrobcem. Bilanci nap€ti a momentd (tj. zavislost proudu motoru i a
uhlu natoceni rotoru motoru ¢ na napajecim napéti z.U, a zatizeni motoru M,,) lze vyjadfit jako

UR+UL+Um+UZ=ZU0 [V] (3)
kde Up =R.i ubytek napéti na odporu vinuti
di , o TR
U,=1L d—; ubytek napéti na indukcénosti vinuti
d o " ]
Un =k, @d—(f elektromotorické napéti (rychlostni konstanta) &, [V.s]
Ury = R, ubytek napéti na vnitinim odporu zdroje
-1<z<1 fidici signal pohonu motoru
Mgm + My + My, = My, [kg.m?.s72 = N.m] 4)
a? N NI y .
kde Myn =Jm d—tf moment setrvacny vSech rotacnich ¢asti (motor, femenice)
d o NIV
Mym =k, d—‘f moment aproximujici odpor rotacnich casti
M,, moment zatéze
M, =k, @.i moment motoru (momentova konstanta) k, [N.m.A™]

3.4 Vazba mezi motorem a pohybem voziku

Prevod otacek motoru na pohyb voziku je realizovan femenem vedenym femenici o poloméru »
umisténou na ose motoru. Predpokladéa se dokonale tuhé spojeni, tj. neuvazuje se pruznost femenu. Za
tohoto predpokladu je propojeni tthlu nato¢eni motoru ¢ a drahy voziku x popsano algebraickou rovni-
ci (5), ktera propojuje jednak thel nato¢eni motoru ¢ s polohou voziku x a jednak zatéZovy moment
motoru M,, se silou F pusobici na vozik. Ve vztazich je uvazovana i pfipadna prevodovka
s prevodovym pomérem P. V nasem piipad¢ je ptevodovy pomér P=1.

F=ZM, ,¢==2x [kg.m.s72], [-] ()



4 Vysledny matematicky spojity model
4.1 Nelinearni dynamicky model

Po konkretizaci jednotlivych sil, momentti a napéti v rovnicich (1) az (5), vylouceni vazebnich
sil mezi vSemi Castmi, osamostatnéni nejvyssich derivaci a zavedeni substituci slucujicich hodnoty
konstantnich parametri dostaneme soustavu tii diferencidlnich rovnic ve tvaru vhodném pro simula¢ni
vypocty. Vysledny model je 5. fadu.

p? P p2
my+mat+mi+—z(Jm+Jp) “hm® “2 a1 Koo z+ky 1
a; = 1 -] asz =1 [m.s72A71] Ay =1 [s71]
Emd+mk Emd+mk Emd+mk
1 1
smg+my Mg+my kk _ 6a
_2 _3 _ 1
by =3 -] b= by =% —[m.s71] (63)
2 Matmg TMa+my FMatmy
_ Uy _ R+R, _ ky P
1= €3 =—— C‘*—T@?
jm = a;b, + (a; — by) cos?(a)
2 - c3l—cC dx + ¢z
ac ~ 3 dar 1
d?x by+cos?(a) . by+cos?(a) dx cos(a) da sin(a) (da\2 sin(a) cos(a 6b
2=a32 . ()l—a42 : (@) dx b, '()_ b, .()(_) + by (? ()g (6b)
dt jm jm dt jm dt jm dt jm
d?’a cos(a) . cos(a) dx 1 da cos(a)sin(a) (da 2 sin(a)
— = —azb i+ aub ——ayby——+(a;, —b —(—) —a
dt? 371 g jm + ash djm dt 1%4 4 im at +(a 1) im dt 171 g jm

Diferencialni rovnice (6b) popisuji ¢asovy vyvoj péti stavovych veli¢in (x, v=x", a, o=a’ a i)
v zavislosti na pocate¢nich podminkach a pribéhu napajeciho napéti motoru vyjadieného tidici pro-
meénnou z. VSechny veli¢iny maji fyzikalni vyznam a lze je pfimo porovnavat s méfenymi hodnotami.
Tento model lze vyjadtit v zapojeni SIMULINKu (subsystém s hodnotami parametrii definovanymi
v pracovnim prostoru MATLABu), které je ukdzano na obrazku 5.

Inverzni kyvadlo 6 g
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Obrazek 5 Nelinearni model - SIMULINK



Vstupem uvedeného subsystému je fidici signal (fidici proménna z) odpovidajici napajecimu
napéti elektromotoru a pocatecni thel natoCeni kyvadla . Pocatecni hodnoty ostatnich stavovych
veli¢in jsou nulové. Vystupem je sloupcovy vektor stavovych velicin.

4.2 Linearni aproximace nelinearniho dynamického modelu

Lineéarni aproximace nelinearniho modelu je provedena pro ustdleny stav v horni metastabilni
pozici tj. ay=n. Tento bod odpovida pracovnimu bodu, v okoli kterého bude probihat stabilizace polo-
hy kyvadla pfi regulaci na zadanou polohu voziku. Vzhledem k tomu, Ze nelinearita modelu (6b) je
dana goniometrickymi funkcemi uhlu natoceni kyvadla a kvadratem whlové rychlosti kyvadla staci
nahradit goniometrické funkce jejich prvnimi derivacemi ve zvoleném pracovnim bod¢ a zavést novou
stavovou proménnou S jako odchylku thlu natoceni kyvadla a od pracovniho bodu. Odpovidajici
vztahy jsou ddny rovnicemi (7)

a—ay=p
cos(a) =cos(m+p) = —1 sin(a) =sin(r + pB) = -

da\? _ (ap\? _

() = (&) =o
Po dosazeni do (6b), zavedeni novych stavovych proménnych rychlosti voziku v a rychlosti otaceni
kyvadla @ a vyjadieni v maticovém tvaru dostaneme tvar standardniho stavového modelu

(7

— di —

gfc —C3 0 —Cy4 0 0 1 . c

P 0 0 1 0 0 L [ 01]

dv (bp+1)az 0 (by+1)ay big _ by X [ V]

rrd b a;b,+a;—bq a;b,+a,—bq a;b,+a,—bq a;b,+a,—bq | v | + | 0 | z (8
ap 0 0 0 0 1 gl 1o

dat asby 0 — a4by a,b1g _ a1by le l 0 J

dw L (ayby+a,;—bq)d (a;by+a,—by)d (a;by+a,—by)d (a;by+a,—by)d
L dt_

5 Simulace

Parametry modelu pouzité v simulac¢nich experimentech jsou shrnuty v tabulce 1. Hodnoty koe-
ficientti odporu pohybu voziku &, a odporu otaceni kyvadla k;, jsou odhadnuty tak, aby doby do ustale-
ni ptiblizné odpovidaly chovani realného zatfizeni. Tyto hodnoty jsou v tabulce 1 v siln¢€ ohranic¢enych
polich a budou ur€ovany v rdmci experimentalni identifikace.

Parametry motoru tj. odpor vinuti R, rychlostni konstanta k,, momentova konstanta k,, a kon-
stanta odporu £, (hodnoty v Sedych polich) jsou dopocitany z rovnic (3,4) tak, aby odpovidaly charak-
teristikAm motoru (proud iy a otacky @, pti béhu naprazdno, proud i; a moment M, pii nulovych otac-
kach — hodnoty tuén¢) prevzatych z dokumentace motoru. Hodnota indukénosti vinuti L byla zméfena.

Tabulka 1 Simulacni experimenty — hodnoty parametrt

Symbol Rozmeér Hodnota Vyznam
g m.s” 9,81 gravitacni konstanta
m, kg 0,396 hmotnost voziku
k, kg.m.s™ 0,6 koeficient odporu pohybu voziku (odhad)
my kg 0,04 hmotnost ramene kyvadla
my, kg 0 hmotnost zavazi kyvadla
d m 0,525 délka ramene kyvadla
ki kg.m.s' rad” | 0,01 koeficient odporu otaceni kyvadla (odhad)
Ji kg.m’ 0,003675 moment setrvacnosti celého kyvadla
Uy \% 19 nap¢ti zdroje
R. Q 0,05 vnitini odpor zdroje
L H 0,1-10° indukénost vinuti motoru
@y g?s_ T ?52047 otaCky motoru pfi nulové zatézi (M.,~0)
iy A 0.15 proud motoru pii nulové zatezi (M,,=0)




Symbol Rozmeér Hodnota Vyznam
M N.cm 13.0 malni Z4t&3 mot 0
s Nm 0137 maximalni zat¢Z motoru (w=0)
iy A 2.5 proud motoru pii maximalni zatézi (a=0)
R Q 7.6 odpor vinuti motoru R=Uy/is
ky V.srad” 0,037484 rychlostni konstanta motoru k@ = LRl
Wo
ko N.m.A" 0.052 momentova konstanta motoru ~ k,,@ = ?
ko N.m.s™.rad” | 1,6372:10° | koeficient odporu ota¢eni motoru k, = ?;—0
s @Yo
2
g.cm 45.0 N .
I kg.m2 450107 moment setrvacnosti rotoru motoru
; kg.m’ 1107 moment setrvacnosti ostatnich ¢asti pohonu (odhad)
r m 7-107 polomér femenice
5.1 Verifikace nelinearniho dynamického modelu

Zakladni verifikace spravnosti odvozenych vztahii vychazi z fyzikalni predstavy. Vysledky te-
Seni modelu musi principialné odpovidat chovani realného zatizeni. Lze predpovédét (¢i experimen-
taln¢ zjistit) chovani realného zatizeni v urcitych specidlnich situacich. Nékteré situace a predpoklada-
né chovani jsou shrnuty v Tabulce 2

Tabulka 2 Simula¢ni experimenty — podminky a ocekévané chovani

Experiment Pocatecni Ocekavané chovani
stav Vozik Kyvadlo

bez odporu (k,= k= 0), x=v=0 ustalené trvalé kmity oko- | ustalené trvalé kmity

odpojeny motor, metasta- =0 lo poc¢atecni polohy s konstantni amplitudou
AL Che o . . Py g

bilni poloha s poc¢atecni o=7A s konstantni amplitudou odpovidajici pocate¢ni

odchylkou poloze

s odpory (k,, k) dle tabulky | x=v=0 tlumené kmity, ustaleni tlumené kmity, ustaleni
B 1, odpojeny motor, me- | w=0 v pocatecni poloze x=0 v dolni stabilni poloze

tastabilni poloha s pocate¢- | g=7A =0

ni odchylkou

s odpory (k,, k;) dle tabulky | x=v=0 pohyb po dobu trvani pocatecni vychylka
C 1, pfipojeny motor, dolni | w=0=0 napéajeciho napéti, ustale- | v opacném sméru nez je

stabilni poloha kyvadla Us=puls' | ni v nové poloze smér pohybu voziku,

ustaleni v poloze a=0

V grafech na obrazcich 6-7, odpovidajicich experimentim A-B dle tabulky 2, jsou zazname-
nany Casové priubéhy polohy voziku x a thlu otoceni kyvadla a po dobu 10 s. V ptipadé experimentu
C je obrazek 8 doplnén o prubéh napajeciho napéti motoru U, proudu motoru i a pribéh otacek moto-
ru w. Ve vSech ptipadech je splnéno o¢ekavané chovani, ze smér pohybu voziku a smér otaceni kyva-
dla jdou proti sob¢.

5.2 Porovnani nelinearniho a linearizované¢ho dynamického modelu

Aproximace nelinearniho modelu (8) modelem linearnim byla provedena v okoli horni me-
tastabilni polohy. Velikost okoli tj. rozsah uhlu natoceni kyvadla «, kde je aproximace vyhovujici, 1ze
odhadnout z vysledku simulacniho experimentu zobrazené¢ho na Obrazku 9. Jsou porovnany prubchy
polohy voziku, thlu nato¢eni kyvadla a proudu motoru v prvnich dvou sekundach po zméné napajeci-
ho napéti motoru z 0 na 3 V. Na zacatku je vychyleno o 2° doprava (o=178°) vuci horni metastabilni
poloze. Pohyb voziku vyvolany otaCenim motoru pusobi proti padu kyvadla a jeho pohyb ponékud
zpomaluje. Z prubcht je ziejmé, Ze nejvetsi rozdily jsou v poloze kyvadla. Ale i zde jsou rozdily do
cca 20° relativné malé. Proto lze linearni model pouzit pro regulaci polohy voziku s kyvadlem, pokud
pfipadné poruchy zptisobi jen relativné malé vychylky kyvadla.

! obdélnikovy puls v &ase 1 s, délce 0.5 s a velikosti 3 V (napajeci napéti motoru)
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0.04 [
XV
0.02 JAN N N N
g [ N\ [N | k=000
2 0
fol \/ \ /T N/
-0.02 /
\/ \V4 \V} \/ \J
0045 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uhel kyvadla
200
—— P—
100 N / \ k,=0,000
\ / \
2 0
PN N
200 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
&as (s)
Obrazek 6 Experiment A
Poloha voziku
0.04 [
X,
0.02 /N
SENA Y
s N
S
E \/ \ / \\/
-0.02
0045 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uhel kyvadla
200 [
h\ o
3 100 \ k =0.010
©
E/% 0 \\. / /\\\///\
100, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
&as (s)
Obrazek 7 Experiment B
Poloha voziku
S o1
o ‘ Xy
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uhel kyvadla
2
g
5 2
“o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R Napéti a proud motoru tas () Otagky motoru
< F
3’ g g | =
) [ \:
§ . g 10
5 e}
20 0
0 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Cas (s) time (s)

Obrazek 8 Experiment C
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Obrazek 9 Porovnani nelinearniho a linearizovaného modelu
r W
6 Zavér

V sestaveném matematickém modelu maji vS§echny veli¢iny fyzikalni vyznam a hodnoty 15 pa-
rametrt modelu z 18 celkem lze pfimo uréit na zaklad€¢ znamych parametrt zatizeni. To umoziuje ve
fazi verifikace modelu pomoci simulace jednoduse porovnavat ziskané pribéhy s predstavou o chova-
ni realného zafizeni. Tento ptistup také vyrazné experimentalni identifikaci, protoze je potieba urcit
pouze 3 neznamé parametry (navic s odhadnutelnymi pocatecnimi hodnotami). Po identifikace ne-
znamych parametri nelinearniho modelu z namétenych dat na redlném zafizeni bude na jeho zakladé
vytvoren aproximacni diskrétni linearni dynamicky model. Tento bude vyuzit k navrhu a realizaci
stavového regulatoru polohy voziku s udrzovanim kyvadla v horni metastabilni poloze. Protoze méie-
ny jsou pouze dvé veli¢iny (poloha voziku a poloha kyvadla), bude linearni diskrétni model vyuzit i
k navrhu a realizaci estimatoru stavu. Simulace fizeni zatizeni popsaného spojitym nelinedrnim mode-
lem pomoci diskrétniho linearniho regulatoru s estimaci stavu umozni ziskat pfedstavu o chovani re-
gulatoru za idealnich podminek a urcit vychozi hodnoty volitelnych parametrd (napi. velikost interva-
lu vzorkovani), které budou pouzitelné pii zahajeni experimentd na realném zatizeni.
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