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Abstract

Paper deals with dynamic mathematical model of an ideal differentially steered drive
system (mobile robot) planar motion. The aim is to create model that describes tra-
jectory of a robot’s arbitrary point. The trajectory depends on supply voltage of both
drive motors. Selected point trajectory recomputation to trajectories of wheels con-
tact points with plane of motion is a part of the model, too. The dynamic behaviour of
engines and chassis, form of coupling between engines and wheels and basic geomet-
ric dimensions are taken into account. The dynamic model will be used for design and
verification of a robot’s motion control in MATLAB / SIMULINK simulation envi-
ronment.

Abstrakt

Clanek se zabyva dynamickym matematickym modelem pohybu diferencialné ¥ize-
ného robotu v roviné. Cilem je vytvorit model popisujici pohyb vybraného bodu ro-
botu v zavislosti na napajecim napéti obou motori. Souc¢asti modelu je i pirepocet po-
hybu vybraného bodu na driahu bodi kontakti kol s rovinou pohybu. Model zahrnu-
je dynamické chovani motori a podvozku véetné vzajemného ovliviiovani a respekto-
vani zakladnich geometrickych rozméri. Model je urcen pro navrh Fizeni pohybu

robotu a jeho verifikaci v prostfedi MATLAB/SIMULINK.

1 Uvod

Clanek se zabyva sestavenim matematického popisu dynamického chovani idedlniho mobilniho

robotu s nezavislym pohonem dvou kol (differentially steered drive system) pii rovinném pohybu.
Cilem je sestavit matematicky model popisujici trajektorii rovinného pohybu vybraného bodu robotu
v zavislosti na napajecim napéti obou pohonil. Soucasti modelu bude i pfepocet trajektorie vybraného
bodu na trajektorie bodl odpovidajicich stykim kol s rovinou pohybu robotu. Model bude respektovat
dynamické chovani motoru i podvozku, zplisob propojeni pohonu s koly podvozku i zakladni geomet-
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v simulaénim prosttedi MATLAB / SIMULINK. Clanek vychazi z publikace [1], kterou rozsifuje
zejména v oblasti simulace statického a dynamického chovani modelu.

V piipadé malych mobilnich roboti se nejcastéji
pouziva podvozek pasovy nebo jednonapravovy se sa-
mostatnym pohonem obou kol. V piipadé jednonapra-
vového podvozku byva tento doplnén o podpirné kolec-
ko zajistujici stabilitu, které ale v podstaté neomezuje
pohyblivost podvozku. Takovéto feSeni, na rozdil od
klasického podvozku, dovoluje pii samostatném ovlada-
ni pohoni obou kol vynikajici pohyblivost zafizeni
vCetné tieba otaceni na misté. Jednonapravovy podvo-
zek s podptirnym koleckem ma napt. i komercné do-
stupny diferencialné fizeny mobilni robot na Obrazku 1
uréeny pro vyukové ucely. Dale odvozeny spojity dy-
namicky matematicky model vychazi z usporadani, pfi-
bliznych geometrickych rozmérd a dalSich vlastnosti
tohoto mobilniho robotu za pfedpokladu idealniho cho-
vani jednotlivych komponent a dalSich zjednodusujicich
predpokladi.

Obrazek 1: Realny diferencialné fizeny robot



Cilem je sestaveni nejjednodussiho dynamického modelu popisujiciho pohyb idedlniho diferen-
cialné tizeného robotu, ktery vychazi z pusobeni sil vyvolanych momenty motord samostatné pohang-
jicich obé kola dvoukolového podvozku. Model bude respektovat dynamické chovani idealniho sério-
ve zapojeného stejnosmérného elektromotoru, dynamiku podvozku pfi kfivoc¢arém pohybu.

Tento model pohybu robotu, vychazejici z dynamiky hmotného bodu je odlisny od modeld po-
hybu robotu standardné pouzivanych v této oblasti (viz napt. [2], [3]), které vychazi z kinematiky
hmotného bodu. Standardni model pohybu robotu je obvykle tvotfen rovnicemi popisujicimi drahu —
casovy vyvoj polohy (trajektorii) vybraného bodu v zavislosti na znamé rychlosti kol, provedeni a
geometrii podvozku. Tento model je vyuzivan k uréeni polohy robotu na zakladé signald senzorl ota-
¢ek kol (odometrie [4], [5]). V ¢lanku uvedeny model tento standardni model dopliiuje o dynamickou
¢ast popisujici zavislost rychlosti kol na napéjecim napéti hnacich motorti pfi respektovani dynamiky,
provedeni, geometrickych a dal$ich parametrd podvozku a motort.

Zakladem pro odvozeni dynamického modelu pohybu robotu je fakt, ze pfivedenim napajeciho
napéti na motor pohangjici kolo vznika hnaci moment, ktery vyvola otaceni kola a ve vysledku rovin-
ny kfivocary pohyb podvozku. Rovinny kiivocary pohyb Ize obecné rozlozit na soucet pohybu posuv-
ného (translacniho) a pohybu otac¢ivého (rotaci). Tyto dvé pohybové rovnice pro vybrany bod podvoz-
ku pak jednozna¢né€ urcuji i pohyb kteréhokoliv jiného bodu podvozku. Pfi sestavovani pohybovych
rovnic se vychdazi z bilance sil souvisejicich s kfivocarym pohybem. Je-li F' okamzita sila ptisobici na
hmotny bod o hmotnosti m v okamzité vzdalenosti » od osy otaceni pii obecném kiivoc¢arém pohybu,
pak podminku, ze vektorovy soucet vSech sil ptisobicich na vybrany bod je nulovy, lze zapsat jako
(blize viz napt. literatura [6])

= dv do . dr o e
F+ m— +m—><r+2ma)><—+ma)x(a)xr):0 ()
dt aa ———
sila odstrediva
sila setrvacna sila Eulerova sila Coriolisova
kde v je okamzita posuvna rychlost a
10} je okamzita tthlova rychlost

Aplikace této obecné rovnice pro konkrétni ptipad vyzaduje konkretizovat jednotlivé sily podle
aktualnich podminek (provedeni a vlastnosti podvozku, propojeni motorti s hnacimi koly, ptisobeni
dvojice sil od hnacich kol) a pfipadn€¢ doplnit dalsi piisobici sily. Kromé sil vznikajicich pfi ktivo-
¢arém pohybu budeme jeste uvazovat sily vznikajici pfi pohybu redlného télesa — sily odporu (ztraty).
Tyto sily budeme aproximovat nejjednodussim predpokladem, ze jsou imérné rychlosti pohybu. Vy-
sledkem dynamické ¢asti budou pohybové rovnice popisujici okamzitou posuvnou a thlovou rychlost
vybraného bodu podvozku zavislé na okamzitém napéti motorti hnacich kol.

Volba bodu, pro ktery bude uréovana okamzita posuvna i tthlova rychlost, vyznamné ovliviiuje
sestaveni vychozich rovnic a tedy i slozitost vysledného modelu. Pokud se za sledovany bod zvoli
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ce popisujici zavislost mezi rychlostmi kol a posuvnou a otacivou rychlosti tézisté jsou slozité.
V bézné literatuie vénované odometrii se jako sledovany bod podvozku pouziva stifed spojnice mezi
hnacimi koly. Tato volba vede na nejjednodussi pfepocet okamzitych rychlosti hnacich kol na pohy-
bové rovnice daného bodu a nejjednodussi vypocet drahy tohoto i ostatnich bodti podvozku. V tomto
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hybu ale rovnice popisujici souvislost mezi rychlostmi hnacich kol a rychlosti zvoleného bodu ziista-
vaji relativné jednoduché.

Na pohybové rovnice popisujici dynamiku pohybu zvolené¢ho bodu podvozku (dynamicka cast
modelu) v zavislosti na napajecim napéti motord navazuje Cast vénovana vypoctu trajektorie (Casovy
vyvoj polohy) dalSich bodl podvozku — bodt styku kol s podlozkou.

2 Matematicky model

Sestaveni matematického modelu vychdzi z uspofadani podvozku robotu. Popisovany mobilni
robot je pohanén dvéma stejnymi stejnosmérnymi elektromotory se spoleénym zdrojem napajeni, ale s
moznosti nezavislého ovladani napajeni kazdého motoru (diferencialné fizeny robot). Rotory motori
jsou napojeny na hnaci kola podvozku prostiednictvim idedlni pfevodovky s konstantnim pievodovym



pomérem. Pod pojmem idealni pfevodovka je mysleno, ze v prislusném poméru linearné redukuje
vystupni uhlovou rychlost a zesiluje vystupni moment. Nelinearni chovani realné prevodovky (vile
v zubech, statické tfeni) se neuvazuje. Ztraty v pfevodovce i motoru jsou aproximovany uvazovanim
odporu umérného otackam motoru. Podvozek je dale kromé& dvou hnacich kol vybaven stabiliza¢nim
kole¢kem, které neovliviiuje pfimo pohyb podvozku. Jeho vliv je zahrnut do koeficienti ovliviiujicich
odpor pii posuvném a otac¢ivém pohybu podvozku.

Zakladni popis pohybu mobilniho robotu je tvofen tfemi relativné samostatnymi ¢astmi. Zjed-
nodusenému popisu chovani idedlniho stejnosmérného motoru v sériovém zapojeni je vénovana prvni
¢ast této kapitoly. Model motoru piedstavuji rovnice popisujici zavislost rychlosti ota¢eni rotoru a
proudu na napajecim napéti a zatézovém momentu souvisejicim s dynamikou podvozku. Popis dyna-
miky podvozku je obsahem druhé Casti. Je tvofen pohybovymi rovnicemi, které popisuji zavislost
posuvné a otacivé rychlosti vybraného bodu na momentech pisobicich na hnaci kola. Tteti ¢ast se
zabyva nalezenim rovnic popisujicich zavislost mezi posuvnou a otacivou rychlosti vybraného bodu a
otackami motord a sestavenim celkového modelu. Posledni ¢ast této kapitoly se zabyva prevedenim
modelu do vypocetné jednodussiho tvaru vhodného pro dalsi pouziti a uréenim vztahd pro vypocet
trajektorie bodli odpovidajicich bodiim kontakt obou hnacich kol a pomocného stabilizacniho kolec-
ka s pojezdovou rovinou.

2.1 Dynamika stejnosmérného motoru v sériovém zapojeni

Zakladni nahradni zapojeni idealniho stejnosmérného motoru v sériovém zapojeni na Obrazku 2
je tvofeno odporem R, indukcénosti L a magnetickym polem motoru M. Pfi rotaci rotoru
v magnetickém poli vznika elektrické napéti o opacné polarité nez
napéti zpasobujici rotaci motoru — elektromotorické napéti Uy,
které je pfimo tmeémé uhlové rychlosti rotoru . Kroutici mo-

U=R.i U=L.di/dt

ment rotoru My je pfimo umeérny prochazejicimu proudu ix. Na S
Obrazku 2 je zapojeni motoru se zdrojem o konstantnim napéti 4
Up. 1deélni chovani spociva v tom, ze veskera elektricka energie
spotiebovana na vytvoreni elektromagnetického pole je beze ztrat
pfevedena na mechanickou energii — moment motoru. Qbréazek 2: Nahradni zapojeni elek-
V energetické bilanci motoru se tedy neuvazuji ztraty tromotoru
v magnetickém poli, uvazuji pouze elektrické ztraty ve vinuti a jen
jeden typ mechanickych ztrat — mechanické ztraty imérné otackam rotoru.
Prvni rovnice popisujici chovani motoru vychazi z bilance napéti (Kirhofovy zakony)
) di
uv,+U,=U,-U,, < Rl+LE:U0—Ka) [V] 2)
kde R [€Q2] je odpor vinuti motoru,
L [H] je indukénost motoru,
K [kg.m>s2.A"] je elektromotorick4 konstanta,
Uy [V] je napéti zdroje,
w [rad.s] je uhlova rychlost rotoru a
i [A] je proud protékajici vinutim

Druhéa rovnice je bilanci momentti (mechanické energie) tj. momentu setrvacnosti rotoru M,
odporu rotace (mechanické ztraty) M, imérného otackam, zatézového momentu motoru My a momen-
tu My vyvolaném magnetickym polem, ktery je umérny protékajicimu proudu

do
M +M,+M_=M, < J7+k,a)+Mx =Ki [kgm’s?] A3)
t
kde K [kg.m>.s2A"] je elektromotorick4 konstanta,
J [kg.m?] je moment setrvacnosti rotoru,
k. [kg.m?>.s™] je koeficient rota¢niho odporu a
My [kg.m’.s™] je zatéZ motoru (zatéZovy moment)



2.2 Dynamika podvozku

Dynamika podvozku je popsana vektorem posuvné rychlosti vg ptisobiciho ve zvoleném bodé
podvozku a rotaci tohoto vektoru s tthlovou rychlosti ag. Na zaklad¢ téchto veli¢in lze dopocitat tra-
jektorii libovolného bodu podvozku. Bod B, pro ktery jsou sestaveny pohybové rovnice, byl zvolen

FB: FL

Obrazek 3: Schéma podvozku a plisobici sily

Vychozi rovnice — bilance sil plsobicich na podvozek — vychazi z predpokladu, ze dvé sily FL a Fp
pusobici na podvozek v mistech kontaktu levého (L) a pravého (P) kola s rovinou pojezdu 1ze nahradit
silou Fj a krouticim momentem Mp pusobicimi v bodé B (osa otaceni je kolma na rovinu pojezdu).
Situace je zndzornéna na Obrazku 3, kde je také zobrazeno uspotradani podvozku, tj. ob¢ sily vzdy
pusobi rovnobézné. Vliv stabilizaéniho kola K bude zahrnut do odporu posuvného pohybu a odporu
rota¢niho pohybu. Vozik je charakterizovan polomérem hnacich kol », celkovou hmotnosti 7, momen-
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Sila Fy ptsobici v bodé styku kola X s podlozkou pfimo zavisi na vystupnim momentu prevo-
dovky ptislusného pohonu Mg, a nepfimo na poloméru kola tj. Fy = Mg,/r. Moment Mgy, kterym pu-
sobi kolo X na otaceni podvozku v bodé B, zavisi na ptsobici sile Fgx a na rameni ptisobici sily I tj.
Mgy = Fxlx. Pfipomindme, Ze momenty Mg, obou hnacich kol vyvolané motory piisobi v rovin¢ kolmé
na rovinu pohybu robotu a oba momenty Mg, zpusobujici ota¢eni podvozku puisobi v roviné pohybu
robotu. Vzhledem ke konstrukci zafizeni jsou pisobici sily Fr, Fp vZdy rovnobézné a jimi vyvolané
momenty Mg, Mgp ptisobi vzdy proti sob¢.

Pro sestaveni pohybovych rovnic vyjdeme z rovnice (1), kterou konkretizujeme pro nas piipad.

neni potfeba brat do ivahy silu Coriolisovu. Také neni potieba uvazovat silu odstfedivou, protoze jeji
vliv se nemliZze projevit — uvazujeme podvozek jako tuhé téleso nahrazené hmotnym bodem (tézistém).
Protoze vektor sily vyvolavajici posuvny pohyb plisobi v bodé B a jeho smér prochazi tézistém, staci
pfi posuvném pohybu uvazovat jen silu setrva¢nou. Pfi rotacnim pohybu je potfeba uvazovat moment

vyvolany Eulerovou silou, ktera vznika v dtsledku toho, Ze osa otaCeni neprochazi tézistém. Pokud
bychom uvazovali pouze hmotny bod, pak dalsi sily v dasledku ktivo¢arého pohybu neptisobi — hmot-
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Moment setrvacnosti vznika jako integralni soucet Eulerovych sil plsobicich na kazdy bod télesa
J = J. ” pr’dV vzhledem k piisluiné ose otadent.
V

Pii bilanci sil piisobicich posuvny pohyb budeme kromé sily setrvacné Fg také uvazovat silu
odporu Fo posuvného pohybu umérnou posuvné rychlosti vg Potom je mozné zapsat rovnovahu sil
ovliviyjicich posuvnou rychlost jako

F+F,+F,+F,=0 < %+%—kvv3—m%:0 [kg.m.s™] 4)
r r dt
kde m kgl je hmotnost robotu,
k, [kg.s™] je koeficient odporu posunu,
Mg [kgm’s?] je moment levého pohonu,
Mg [kg.m’s? je moment pravého pohonu,
VB [m.s™] je posuvna rychlost a
r [m] je polomér hnacich kol

vvvvv

tteba brat do uvahy kromé setrvacného momentu télesa Ms jest€¢ moment Mg = I Fg vyvolany Eulero-
vou silou FE. Tato sila vznikéd pouze pfi rotacnim zrychleni a umisténi hmoty mimo osu rotace. Dale
budeme stejné jako u posuvného pohybu uvazovat moment Mo vyvolany odporem pfi rotaci imérny
rychlosti rotace ;.

M, +M, +M, +M; +M, =0
2 -2

M,, M dw dw [kg.m".s™] &)

L] +—L] —k w,—J, —L—l.m—EL1. =0
r L . P [O2ad’} T dt T dt T
kde Ip [m] je vzdalenost pravého kola od bodu B,

I [m] je vzdalenost levého kola od bodu B,
Ir [m] je vzdalenost t€Zisté od bodu B,
ko [kg.m’s” je koeficient odporu otaceni podvozku,
Jr [kg.m’] je moment setrvacnosti vzhledem k ose v t€zisti s
g [s'] je thlova rychlost otaceni v bodé B

Vysledny moment setrvacnosti Jg vzhledem k ose otaceni v bod¢ B je dan vztahem (6) coz je
Steinerova véta (viz napt. [5]) o uréeni momentu setrvac¢nosti vzhledem k jiné ose.

Jy=J, +ml [kg.m’] (6)
kde Jr [kg.m?] je moment setrvacnosti vzhledem k tézisti a
Ir [m] je vzdalenost t€zisté od bodu B

2.3 Souvislost mezi otickami motori a pohybem tézisté podvozku (kinematika)

Dosud uvedené rovnice popisujici chovani obou motord (proudy a thlové rychlosti) a chovani
podvozku (rychlost posuvného pohybu a rychlosti otaceni) jsou spolu propojeny pouze pies momenty
motorti. Rovnice sice zarucuji dodrzeni zakona zachovani energie tj. preménu elektrické energie na
mechanickou véetné uvazovani jednoho typu ztrat, ale pfedstavuji pouze volnou vazbu mezi otackami
obou motorti (obvodovou rychlosti hnacich kol) a rychlosti pohybu a otaceni podvozku. Pfitom tato
vazba je pevné dana konstrukénim feSenim pohonu a podvozku. Piedpokladame, Ze obé hnaci kola
jsou pftes idealni pfevodovku o pievodovém poméru pg pevné propojena s rotory prislusnych motort
tj. bez nelinearit a ptipadnych pruznych ¢lenti. Pfevodovka snizi vystupni thlovou rychlost gy vzhle-
dem ke vstupni thlové rychlosti @y podle prevodového poméru pg a zarovein ve stejném poméru zvysi
vystupni moment Mg, vzhledem ke vstupnimu momentu My

a)GL =—, a)GP = — (7a)

Mg =peM, , Mgy = peMp (7b)



Dale predpokladame, Ze ob& hnaci kola maji stejny polomér r a jejich obvodové rychlosti v, vp

zavisi na thlovych rychlostech vystupu ptfevodovky pohonu ag;, @gp podle vztahu

— — a)L
v, =r@g =r—-,

P

Pro wurcCeni hodnoty posuvné
rychlosti v bod¢ B a thlové rychlosti
ota¢eni vyjdeme z Obrazku 4. Pted-
pokladame, Zze ob¢ hnaci kola maji
stejnou osu otaceni a tudiz jejich ob-
vodové rychlosti jsou vzdy rovno-
bézné. Na obrazku je znazornéno vza-
jemné umisténi mist, kde skutecné
pusobi obvodové rychlosti v a vp

(hnaci kola L a P) a bodu B, kde ,’(DB \

chceme urcit takovou posuvnou vg a |
uhlovou g rychlost, které budou mit
stejny ucinek jako pasobeni obvo-
dovych  rychlosti  hnacich  kol.

VP:ra)GP:r& (70)
pG
® K ‘2)
Os =V /x=Vp/ (X+1+1p) =vs/ (x+11) |
:
|
:
77777 - 1, > ) |
: P

Obrazek 4: Pisobeni obvodovych rychlosti

S vyuzitim podobnosti trojuhelniki podle Obrazku 4 mtizeme piepocitat obvodové rychlost kol v, vp
na rychlost vg v bod¢é B podle vztahu (8a) a na tthlovou rychlost ota¢eni wg podle vztahu (8b)

vl L

L+, [, +1, ps

a)B = VB = vP_VL =
x+1, 1+,

ZL pr [m.s'l]
I, +1, pg
pe I +1p

2.4 Vypocdet trajektorie vybranych bodi podvozku

(8a)

(8b)

Z pohybovych rovnic vybraného bodu tj. posuvné rychlosti vg a thlové rychlosti ota¢eni wg lze
urcit aktudlni thel a nato¢eni podvozku a aktualni polohu (soutfadnice xg, yg) bodu B podle vztaha

a;l_f =w, [rad.s"] (9a)
Y5 _ vycos(a) [m.s’] (9b)
Dy _ vgsin(ar) [m.s'] (9¢)

Pro urceni aktualni polohy odpovidajicich
stykiim vSech tii kol (body L, P a K) podvozku
s pojezdovou rovinou je potfeba znat umisténi
téchto bodd. Toto umisténi je zndzornéno na Ob-
razku 5. Z geometrickych rozmérii uré¢ime rovnice
popisujici relativni polohu téchto bodi vzhledem
k bodu B v zavislosti na tthlu natoceni.

Relativni polohy Ax;, Ay. bodu L a Axp,
Ayp bodu P v zavislosti na uhlu natoceni « jsou
dany rovnicemi

Ax, =—I, sin(a),
Ax, =+, sin(a),

A

§ | |\
ya(t) : -
i 4 4
3 2 \"1, =(le-11) /2
L& Ax,+- ¥ y=atan(a/lx)
| c?=12-2a2
=t >
XB(t) X

Obrazek 5: Polohy dalsich bodtu podvozku

Ay, =—-l, cos(ax)
Ay, =+[, cos(ax)

(10a)
(10b)



Pro urceni relativni polohy Axk, Ay bodu K se vyuZzije pomocny pravouhly trojihelnik uréeny
odvésnou ¢ a ptreponami a, Ik (viz Obrazek 5). Potom rovnice vypoctu relativnich soufadnic bodu K

jsou
a :%(IP—ZL), y:arctan(%j, c=+a’ +I;
K (10c)

Ax, =—csin(a—-y), Ay, =ccos(a—7y)

2.5 Celkovy model a ustaleny stav

Celkovy model je tvofen Sesti linedrnimi diferencialnimi rovnicemi pro osm stavovych veli¢in
jednoznacné popisujicich chovani levého (proud i, thlova rychlost rotoru @y, zat€Zovy moment M) a
pravého motoru (proud ip, Uhlova rychlost rotoru wp, zatéZzovy moment Mp), chovani podvozku (po-
suvna rychlost vg, thlova rychlost otaeni wg, hnaci momenty My a Mp) a Ctyimi algebraickymi rovni-
cemi popisujicimi mechanickou vazbu mezi otaCkami obou motorti (@, ap) a pohybem podvozku (vg,
wp). Vsechny stavové veliCiny jsou zavislé na Casovych pribézich napajeciho napéti levého Uy a pra-
vého Up motoru. Soutadnice polohy bodu B podvozku (xg, yg) a tthel natoceni « jsou popsany pomoci
tfi dalSich diferencidlnich rovnic zavislych pouze na pribéhu posuvné rychlosti vg a tthlové rychlosti
.

Kazdy motor ma vlastni ovladané napajeci napéti (UL, Up) odvétvené ze spolecného zdroje o
napéti Up. Pro jednoduchost je znazornéno na Obrazku 6 ovladani napajeciho napéti obou motorti po-
moci zesilovace s fidicim signalem u,. ProtoZe oba motory jsou napéjeny ze spolecného neidealniho
zdroje, bude dale uvazovan také vliv vnitiniho odporu zdroje R,. Oba motory jsou uvazovany se stej-
nymi parametry. Potom podle Obrazku 6 s vyuzitim rovnic (2) a (3) mizeme diferencidlni rovnice

popisujici chovani obou motort zapsat jako U=R._  U=Ldi/dt
di
Ri, +R.(i, +i,)+ L=t =u,U, - Ko, (11a)
dt U=Uo.up . ﬁ
. |
; 4 dip _ _ U=R,.(i+ip) LD >
R%+RAQ+QJ+Ld =u,U, — Ko, (11b)
t °
do, . a
J +ko, +M, =Ki, (12a) 3
dt ' i
dw, . -
J +kw,+M,=Ki, (12b)
dt U=Rip  U=L.dip/dt
Dynamicky model dale doplfuji diferencidlni rovnice (4) a  (prazek 6: Zapojeni obou motort
(5) popisujici chovani podvozku. Tyto rovnice s respektovanim
(7b) mizeme piepsat jako
d
Popr, 4 Bopg, — kv, —-mEE =0 (13a)
r r dt
do
—IL%ML +1, %MP —k,w, —(J, +ml?) =0 (13b)

Posledni dv¢ algebraické rovnice (8a) a (8b) popisuji vazbu mezi otdCkami rotori obou motorti
a pohybem podvozku

l, r [, r
Vv, = — —w 14a
’ I, +1; pg ‘ I, +1; pg ! (14
YR S A S (14b)

L+, po = 1 +1, pg

Té&chto Sest diferencialnich (11a,b), (12a,b), (13a,b) a dvé algebraické rovnice (14a,b) s osmi
stavovymi veliinami pfedstavuje matematicky popis dynamického chovani idedlniho diferencidlné
fizeného robotu s uvazovanim pouze ztrat linearné zavislych na otackach ¢&i rychlosti. Ridici signaly u;
a up ovladajici napajeci napéti motora jsou vstupni veliciny a rychlost pohybu vg a rychlost otaCeni ws



jsou vystupni veli¢iny umoziujici s vyuzitim rovnic (9a) — (9¢) urcit aktualni soufadnice polohy bodu
B a tihel nato¢eni podvozku.

Dale je uveden vypocet ustalenych hodnot stavovych veli¢in pro konstantni hodnoty napéjecich
napéti motorti. Vypocet ustaleného stavu je uzitecny jednak pro kontrolu odvozenych rovnic a jednak
pro piipadné experimentalni urCovani hodnot neznamych parametrii. Protoze rovnice (11) — (14) jsou
vzhledem ke stavovym veli¢inam linearni, vypocet ustaleného stavu vede na soustavu osmi linearnich
rovnic, kterou je mozné zapsat maticove jako

'R+R, R. K 0 0 0 0 0 i | [U,
R R+R. 0 K 0 0 0 0 ip U,
-K 0 k O 1 0 0 0 w, 0
0 -K 0 k 0 1 0 0 w, 0
= (15)
0 0 rl, rl, 0 0 -, +1)p, 0 M, 0
0 0 —-r r 0 0 0 —(l, +1,)pe | M, 0
0 0 0 0 Po Po —rk, 0 Vg 0
|0 0 0 0 -ILp. lLpg 0 —rk, oz | | O]

2.6 Vypocetni tvar modelu

Matematicky model bude vyuZzivan zejména pro navrh a simulacni ovéfeni fizeni pohybu robo-
tu. Model Ize rozdé€lit na tii sériov€é zapojené Casti, jak je ukazano na Obrazku 7. Z pohledu navrhu
fizeni jsou akénimi veliCinami fidici signaly u; a up ovladajici napajeci napéti motorti. Okamzita rych-
lost vg a rychlost otaCeni ag jsou vystupnimi veli¢inami linearni ¢asti modelu. Tyto veli¢iny jsou vstu-
pem do navazujici nelinearni ¢asti modelu, jehoZz vystupy jsou regulované veli¢iny — soufadnice xg, yg
polohy vybraného bodu a thel a nato¢eni podvozku. Posledni Casti je vypocet soufadnic polohy dal-
Sich bodl podvozku

Pro navrh fizeni je mozné

upravit linearni ¢ast modelu do (] Uo, Rz R, L 2 > at)

jednodussiho tvaru tj. redukovat 'j k; J T L,\ IL, lp, Ik

x . o : : o K| I Tp, I 1] o >

Sest diferencialnich rovnic popi- _ e LT Sl cE < > xu(t)

sujicich zavislost mezi vstupy a v lineami dynamicka [ > | nefineami | o | vypotet 1 Vi)
; o .| castmodeln | E Cast g% polohy = X

vystupy na Ctyfi. Tato redukce ue(t)—P 2P modelu - dalsich P Ve(t)

je mozna diky existenci mecha- iL(t), i(t) T»  bodd > XKE:;

nické (pevné) vazby mezi otac- l\“;ltgg (I\L;IP((tt)) ¢ v o

. . ] : > x
kami rotor(i motorti a pohybem ae > et
» yB()

podvozku. Dosadime-li rovnice
(14a,b), do rovnic (13a,b) vy- Obrazek 7: Rozdéleni modelu na linearni a nelinearni ¢ast

lou¢ime momenty My a Mp pak lze redukovat Ctyfi rovnice (12a,b) a (13a,b) na dvé diferencialni rov-
nice (17¢,d).

Zavedeme-li pfepoctené parametry podle vztahti (16a,b,c,d)

2 2
I +1,\ p, [+ \ pg
2 2
b =g Ml (_J , b =g (_] (16b)
I +1,\ p, [ +1p\ pg
2 2
¢, =kl +—Fo (Lj , ¢ =kl +— o (L] (16¢)
I, +1,\ pg I, +1,\ pg
J. +ml? ’ J. +ml? ’
d, =J]L+T—mT[L] , d, :J]PJFT—mT(Lj (16d)
I, +1, \ pg I+, \ pg



pak je redukovana ¢ast linearniho dynamického modelu tvofena nasledujici soustavou rovnic

di, uw,U,—~K.o,—(R+R.)i, - R,

(17a)
dt L
di, _uUy— K., —(R+R.)i,—Ri, 17
dt L
da, _ dP[K(iL + iP)_aLwL _anP]_bP[K(_ L +IPiP)+chL _CPwP] (17¢)
dt bd,+b,d,
dw, _ d, [K(iL + iP)_aLa)L - aPa)P]+bL [K(_ li, + IPiP)+CLa)L _CPCUP] (17d)
dt b,d,+b,d,

a vystupni veli¢iny jsou urCeny algebraickymi rovnicemi (14a,b).

Vysledny model zavislosti vystupnich veli¢in linearni ¢asti modelu na vstupnich proménnych je
mozné prepsat do formy standardniho stavového modelu v maticové formé jako

d .
X _ Ax+Bu ip u, Vg
dt X = u= y = (18a)
y =Cx @, Up Wp
@p
s konstantnimi maticemi A, Ba C
_R+R R K 0 i
L L L
R _R+R, 0 K
L L L
A= K(dP _bPZL) K(dP _bPZP) _dpa +bpe,  dpap+bpcy (185)
bd,+b,d, b,d,+b,d, bd,+b,d, bd,+b,d,
K(d, -b1,) K(d, +bl,) da,—bec,  da,+bgc,
| bydp+byd, bd,+byd, b,d,+b,d, bdp+byd, |
U, -
z L r b1
U 0 0
B=| 0 —0 C= lL+lP Pc IL+ZP Pc (18¢)
L 00 - 1. r
0 0 L +1p pg 1+l pg

3 Priklad chovani

Zakladni ovéteni vyse odvozeného matematického modelu bylo provedeno vypoctem pro situa-
ce, kdy lze odhadnout chovani realného zatizeni. Nejprve byly provedeny vypocty hodnot stavovych
Dale byly vypocteny Casové pribehy drahy robotu, proudt a otacek motort pro nékteré Casové pri-
behy napéjecich napéti obou motort pii rozjezdu z nulové rychlosti.

Ve vsech vypoctech, pokud nebude uvedeno jinak, jsou pouzity hodnoty parametrii uvedené
v nasledujicich tabulkach. Uvedené hodnoty jsou zvoleny tak, aby aspon pfiblizn¢ odpovidaly hodno-
tam odhadnutym pro robotu na Obrazku 1. Hodnoty geometrickych a dalSich parametri podvozku jsou
uvedeny v Tabulce 1. Parametry potfebné pro zjednoduseny popis stejnosmérného motoru a mekkého
zdroje jsou uvedeny v Tabulce 2. Pro jednoduchost se ptedpoklada, Ze oba hnaci elektromotory jsou
stejné a popsané stejnymi hodnotami parametrti.



Tabulka 1: PARAMETRY PODVOZKU

Oznaceni | Hodnota | Rozmeér | Vyznam
I 0,050 m vzdalenost levého kola od bodu B
Ip 0,050 m vzdalenost pravého kola od bodu B
Ir 0,020 m vzdalenost t&€zisté od spojnice hnacich kol
Ix 0,040 m vzdalenost pomocného kola od spojnice hnacich kol
r 0,050 m polomér hnaciho kola
m 1,250 kg celkova hmotnost robotu
k, 0,100 kg.s' koeficient odporu posuvné rychlosti robotu
Jr 0,550 kg.m’ moment setrvacnosti robotu vzhledem k t&ézisti
k, 1,350 kg.m”.s" | koeficient odporu ota¢ivé rychlosti robotu
Tabulka 2: PARAMETRY ELEKTROMOTORU
Oznaceni | Hodnota | Rozmer Vyznam
R 2,000 Q odpor vinuti motoru
L 0,050 H indukénost motoru
K 0,100 kg.m’.s*.A"" | elektromotoricka konstanta
Rz 0,200 Q vnitini odpor zdroje
Uy 10,00 \Y napéti zdroje
J 0,025 kg.m’ celkovy moment setrvacnosti rotoru a pievodovky
k. 0,002 kg.m’.s” koeficient rotaéniho odporu rotoru a pfevodovky
Pc 25 - prevodovy pomér prevodovky

3.1 Statické chovani modelu (ustaleny stav)

Vypocet ustalenych stavi je uziteny pro zakladni kontrolu zda vysledky vypocta
z matematického modelu odpovidaji pedstavé o realném chovani. Ustalené otacky motori (respektive
odpovidajici posuvna rychlost robotu) a protékajici proud pii daném napajecim napéti jsou dilezité
informace pro verifikaci modelu. Zakladni pfizptisobeni redlnému chovani je mozné zejména volbou
parametrd ovliviiujicich mechanické ztraty jak v motoru a prevodovce (celkovy koeficient rota¢niho
odporu k,) tak ztraty souvisejici s posuvnym (koeficient odporu posuvné rychlosti £,) a rotaénim (koe-
ficient odporu otacivé rychlosti k,) pohybem robotu. Pomoci ustaleného stavu lze také jednoduse ové-
fit, zda pfi symetrickém geometrickém uspotadani, stejnych motorech a napajecim napéti je otaciva
slozka rychlosti robotu nulova tj. zda ,,jede robot rovné®. Dale je mozné ziskat ptfedstavu o vlivu polo-

Vvt

Hodnoty ustalenych stavli jsou ziskany jako feSeni soustavy 8 rovnic v maticovém tvaru (15).
Pro ilustraci jsou také ukdzany drahy (stopy) kol a tézisté po dobu prvnich 20 s pohybu z nulovych
pocatecnich podminek kdy je jiz skoro dosazeno ustaleného stavu. Drahy jsou zobrazeny pro vychozi
situaci, ze pocatek soustavy soufadnic je ve stfedu mezi hnacimi koly, ktera jsou na ose x. Pro snazsi

orientaci je zobrazeno i vychozi a koncova poloha robotu pomoci trojuhelniku spojujiciho vSechna tfi

WVt

N 2

Ustaleny stav A (Tabulka 3a) odpovida symetrickému geometrickému usporadani a stejnému
napéjecimu napéti obou motorti 1 V. T€zisté je v ose symetrie robotu, tj. bod B je uprostfed mezi hna-
cimi koly. Robot se rozjizdi a ujede rovné asi 25 cm s konecnou rychlosti 0,01342 m/s (0,805 m/min).
Vypoctena draha odpovida predpokladu, Ze robot se pohybuje pouze pifimocare.

Ustaleny stav B (Tabulka 3b) se oproti prvnimu vypoctu lisi v tom, ze t€zi§té je posunuto
k levému kolu. Je vidét, ze se zvysil zatéZovy moment levého a snizil zatéZzovy moment pravého kola.
Ustéleny stav se takika nezméni a robot jen velmi malo zataci doleva.

Ustaleny stav C (Tabulka 3c¢) je opét pro symetrické geometrické usporadani ale s napajenim
pouze pravého motoru — levy neni napajen. V tomto ptipadé se robot otaci a levé kolo vykonava pii
rozjezdu (diky dynamickym vlastnostem) pomérné slozity pohyb — viz detail drahy levého kola a ¢a-



sovy pribeh otacek a proudu levého nenapdjeného motoru za prvnich 20 s rozjezdu z nulové rychlosti
v doplnujicich grafech.

Tabulka 3a: USTALENY STAV A

Tabulka 3b: USTALENY STAV B

levé kolo pravé kolo leve kolo pravé kolo
U 1,000 1,000 \% U 1,000 1,000 \Y
L 0,050 0,050 m / 0,025 0,075 m
I 0,13514 0,13514 A i 0,13515 0,13514 A
@ 1,07534 1,07534 Hz @ 1,07532 1,07535 Hz
M 1,351e-06 1,351e-06 N.m M 1,937e-06 7,660e-07 N.m
Vg 0,01351 m.s’ Vi 0,01351 m.s’
g -1,732¢-20 Hz Wp 5,323e-07 Hz
Drahy kol L,K,P Drahy kol LK,P
025 T ! n2sf ! !
7] 1 R T - S I S S
_ 0.158 _ 0151
. LIS SR S !
0.05 005
o 015 -0.1 -0.08 . ?m) 0.05 015 o 0.15 01 -0.05 . ?m) 0.05 0.1 0.15
Tabulka 3¢c: USTALENY STAV C DETAIL POHYBU LEVEHO KOLA (TABULKA 3C)
levé kolo pravé kolo Proud motoru i,
U 0,000 1,000 \%
L 0,050 0,050 m -
I -0,02772 0,16287 A )
0] 0,04523 1,03010 Hz
M -3,341e-03 3,342¢-03 N.m
Vg 0,00676 m.s’
Ws 1,970e-02 Hz R
Drahy kol L,K,P L I S U T
o
il 8
_ 0.08 ¢
E sl
m}EIEId 4
3
002 - )
of- E; 1
H o
01 0.05 . 0 0.05 s
b
ak
-0.058 -0.056 0054 -0.052 -0.08 -0.048 -0.046

s, (i)




Ustaleny stav D a E odpovidaji situaci, kdy je napajen pouze pravy motor. Stav D odpovida po-
sunu t€zisté k levému a stav E pravému kolu. Oba stavy maji dokumentovat vliv polohy téziste. Opét
jsou doplnény pro lepsi predstavu drahy robotu pro prvnich 20 s od startu z nulové rychlosti a pro
moznost piimého porovnani s piedchozim stavem C jsou zvoleny takové podminky, aby robot vzdy

zatacel z vychozi polohy doleva.

Tabulka 3d: USTALENY STAV D Tabulka 3e: USTALENY STAV E

levé kolo pravé kolo levé kolo pravé kolo
U 0,000 1,000 \ U 0,000 1,000 \
/ 0,025 0,075 m / 0,075 0,025 m
i -0,02773 0,16287 A i -0,02773 0,16287 A
10 0,04524 1,03011 Hz w 0,04524 1,03009 Hz
M -3,341e-03 3,342¢-03 N.m M -3,341e-03 3,343¢-03 N.m
Vs 0,00366 m.s” Vs 0,00985 m.s”
wp 1,970e-02 Hz Ws 1,970e-002 Hz

Drahy kol LK,P Drahy kol LK,P

0.1 -0.08 o 0.05
s, m)

3.2 Dynamické vlastnosti modelu

Zatimco z vypoctu ustaleného pohybu robotu 1ze ucinit zavéry, Ze vysledky modelu ve vybra-
nych situacich odpovidaji ¢i neodpovidaji redlnému chovani robotu, délat zavéry z vypocti dynamic-
stav, ovlivnéno dal§imi obtizné zjistitelnymi parametry (momenty setrva¢nosti motori véetné prevo-
dovek a moment setrvacnosti oticeni robotu okolo té€zist€). Pouzité hodnoty téchto parametri jsou
opét velmi hrub¢ odhadnuty. Systém popisujici dynamické chovani robotu je ¢tvrtého fadu a jeho Ca-
sové konstanty (pro parametry dle Tabulky 3a) jsou -0,0209, -0,0251, -3,1330 a -4,0402. Je vidét, zZe
jde o dve dvojice casovych konstant lisicich se o dva tady, coz odpovida rychlé dynamice motorti
(proud a otacky) a pomalé dynamice mechaniky voziku (posuvna a otaciva rychlost).

Pro ilustraci vlivu koeficientd J, Jr ovliviiujicich dynamiku mechanickych ¢asti jsou uvedeny
drahy robotu pro situaci, ze oba zminéné koeficienty jsou nulové (Obrazek 8) a hodnoty koeficientli
podle Tabulky 1 a 2 (Obrazek 9). V obou ptipadech jsou motory stfidavé napajeny 5 V po dobu 20 s,
nejprve 10 s levy motor a pak 10 s pravy motor.




Drahy kol LK,P Drahy kol LK,P

T T T

T T T T T

015 01 .05 1] 0.0s 01 015 0.2 018 01 -0 0 0.0s 01 015

s, (m) s, (m)
Obrazek 8 Draha bez dynamiky mechanické ¢asti Obrazek 9 Draha s dynamikou mechanické ¢asti

Dynamické chovani modelu ukazeme na situaci, kdy na levy i pravy motor ptfivedeme rizné po-
sloupnosti zmén napéti (viz Obrazek 10). Pak napajeni vypneme a opét privedeme stejné posloupnosti
napajeciho napéti ale obracené tj. ptivodni sekvence zmén napéti pro pravy motor bude piivedena na
levy motor a obracen€. V ptipadé symetrického umisténi t&€zisté by se robot mél srovnat do ptivodniho
smeéru.

Rychlost voziku v Uhlova rychloste
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Obrazek 10 Dynamické chovani robotu
4 Zavér
Uvedeny matematicky model pohybu mobilniho diferencialné tizeného robotu se lisi od stan-
dardniho popisu zejména tim, ze nevychazi ze znamych rychlosti hnacich kol, ale uvazuje vzajemné
dynamické ovliviiovani motorti a podvozku. Tento pfistup, kde vstupni veli¢inou je napajeci napéti
motord je nutny v piipade€, Ze chceme model vyuzit pro navrh slozitéjsiho fizeni. Standardni odomet-
ricky model umoziuje prevést pozadovanou drahu na pozadované obvodové rychlosti hnacich kol, ale

nedava zadné informace ani o souvislosti mezi napajecim napétim motort a otackami kol ani o dyna-
mice elektrické a mechanické casti.

N 2

Vv

tu (bez podpirného kola). Takovy robot je nestabilni a vyZaduje aktivni regulaci, aby se udrzel ve
vzpiimené poloze. Matematicky model takového robotu popisujici polohu vybraného bodu v prostoru
umozni navrh vicerozmérného fizeni pohybu robotu vcetné jeho stabilizace.

Problémem zlstava, zda odvozeny dynamicky model bude dostacujici aproximaci realného
chovani pro potfeby ndvrhu fizeni. V modelu je pouzita jen velmi hruba aproximace mechanickych
ztrat tmérnych rychlostem, ktera ale umoznila, aby dynamicka ¢ast modelu zistala linearni.
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