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Abstrakt

Prispévek popisuje stochastickou analyzu a matlabovské modelovani nestacionarnich
procesu v technometrii. Sumarizuji se znamé poznatky o stabilizaci trendu i rozptylu,
navrhuje se mozny zpiisob feSeni situace, kdy data vykazuji nestacionaritu ve stfedni
hodnoté i vrozptylu. Empiricky zjiSténa provozni teplirenska data, tvorici
vysokofrekvencni ¢asové Fady, se vyznacuji v ¢ase proménlivou variabilitou (ménliva
volatilita), coZ vede kvaznym problémim pri pouziti klasickych linearnich
(S)AR(I)MA modeli (nesplnéni homoskedasticity a normality). Jsou pozorovany
shluky volatility, je indikovano leptokurtické pravdépodobnostni rozdéleni. Je
pouzito GARCH modelovani, pracujici s (vc¢ase se ménicimi) podminénymi
statistikami — podminénou stiedni hodnotou a podminénym rozptylem. Pro samotnou
analyzu byly vytvoieny vlastni matlabovské skripty, stejné jako jsou vyuZivany bézné
matlabovské funkce statistického, optimalizacniho a GARCH toolboxu. Na
provoznich datech je konkrétné demonstrovan postup pii vybudovani GARCH
modelu.

1 Stabilizace trendu

Pti modelovani redlnych provoznich teplarenskych dat se dospé€lo k situaci, kdy zkoumané
Casové fady méfenych fyzikalnich veli¢in vykazovaly nestacionaritu ve stfedni hodnoté i
nestacionaritu v rozptylu. Pokusime se sumarizovat znamé poznatky o stabilizaci trendu i rozptylu,
navrhnout mozny zpisob feSeni takovéto situace a na ukazkovém piikladé naznacime konkrétni
postup stochastické analyzy a modelovani ARCH procesii v Matlabu.

Pro procesy nestacionarni ve stfedni hodnoté rozliSujeme deterministicky trend a stochasticky
trend. U deterministického trendu chapeme nestacionaritu jako funkci casu, tj. k modelovani
pouzivame napf. polynomicky trend, pfip. periodicky trend

[ ()= B+ B+t Bt xesp. f(t)=p+Y" (@, cos i+ p,sin ).

Pro modely ARMA( p,q): (D(B)Y; = ®(B )St je pozadovano, aby proces byl kauzalni, tj.
vSechny kofeny polynomu @ (z) =l-pz—..— gopzp lezely vné jednotkové kruznice. Pokud né&jaky

kofen lezi na jednotkové kruznici, mluvime o procesu nestacionarnim se stochastickym trendem,
pokud lezi uvnitt jednotkového kruhu, mluvime o nestacionarnim procesu explozivniho typu.
Nestacionarni proces obsahujici stochasticky trend lze prevést na stacionarni diferencovanim.
Zavedeme diferencni operator

Nestacionarni proces se stochastickym trendem se nazyvd integrovany smiSeny model
ARIMA ( p.d, q) , formalné jej zapisujeme pomoci operatoru zpétného chodu



ARIMA (p,d,q): ®(B)(1-B)"Y,=0(B)s

t

a polozime-li W, = (1 -B )d Y,, pak je W, stacionarni ARMA( )22 q) proces.
Poznamenejme, Ze Cislo d nemusi byt obecné celé. Pak jej nazyvame frakcionalni parametr,

d o C . V, C ,
operator A? = (I—B ) vyjadiuje frakcionalni diferenci a hovofime o frakcionaln¢ integrovanych

procesech ARFIMA( p.d, q). Jde o procesy s dlouhou paméti, jejich charakteristickou vlastnosti je,

ze hodnoty ACF neklesaji s rostoucim zpozdénim exponencialng, ale hyperbolicky.

2 Stabilizace rozptylu

Procesy, kde neni splnéna podminka neménnosti rozptylu v ¢ase (homoskedasticita), je vétSinou
mozné vhodné transformovat. Situace nestabilniho rozptylu nastava predevsim v ptipadech, kdy

nahodna veli¢ina Y, ma rozdéleni zavislé na jediném parametru, ktery obecné nemusi mit pro v§echna
¢t stejnou hodnotu. Hled4 se pak netrividlni funkce g tak, aby nadhodna veli¢ina Z, = g(Yt) méla
rozptyl nezavisejici na ¢. Tato loha obecné nema feSeni, pouziva se vSak urcitych uzitecnych
aproximaci.

Pti pfedpokladu exponencidlni zavislosti smérodatné odchylky na stfedni hodnoté¢ o, = o, y,@
se nejéastéji se uvazuji piipady od ® =0 (fada je homoskedastickd) az po ® =1 (pak existuje
linearni zavislost). Pfi volbé 4 =1-0 lze odstranit heteroskedasticitu (pro fadu ¥, > 0) napt. jednou

z nasledujicich transformaci:

Box — Coxova mocninna transformace

! ro A =0,
2 p
In(Y,) proi=0,
pfip. mocninna transformace
Y*  pro A#0,
* |In(Y,) pro A=0.
Pokud hodnoty ndhodné veli¢iny nejsou kladné, mizeme pouzit jednu z nasledujicich transformaci:
Box — Coxova mocninnd transformace s posunutim
(Y +a) -1
Z, = A
In(Y,+a) proA=0,

pro A #0,

kde a je takové realné Cislo, aby vSechny realizace byly kladné,

piip. mocninna transformace se znaménky

Y

t

7 - sgn(Yt)|—
sgn(Y,)In(Y,) pro A=0.

|i
pro A #0,

t

Poznamenejme ale, ze pfi nesplnéni podminky ¥ >0 nebo kdyz pozorované hodnoty jsou
blizké nule, je mozno fadu transformovat posunutim pouze s védomim zna¢ného rizika znehodnoceni
puvodni fady a znevérohodnéni vysledného modelovani. Navic mocninna transformace neni spojita
pro A — 0, proto je tieba se vyhybat malym nenulovym hodnotam parametru A .



Odhad transformaéniho parametru mocninné transformace se pak provede pomoci maxima
logaritmu vérohodnostni funkce

I'(4)= —gln(sz (/1))+(ﬂ—1)21n ¥, kde s> =67,

ﬂ‘_
J/i—l A#0,

In(y,) A=0,

pro ekvidistantni hodnoty A4, <A, <...< A (pro dostateéné velké m ) z vhodné zvoleného intervalu

(ﬂ;,ﬂ; ), kde 47,4, €eR,a A" <A;, vypocita hodnoty /" (1) a hledd argument A maxima téchto

hodnot. Bylo odvozeno asymptotické rozdéleni statistiky
K==2[1(2)-r(4)]~ 7 ()
a lze takto zkonstruovat jednostranny asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr A

l—a=P(K<z,(1) =P(—2[z*(z)—z*(i)} <1 (1))=P(z*(i)—% 7. (=1 (2)),

tj. vSechna A spliujici nerovnost

z. =

I(4)zD, =I"(A) =12 (1)
lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy pfijatelna.
Testovani hypotéz: testujeme H:A=A, proti alternativé H,:A > A,. Nejdiive budeme
testovat Hé :A=1. Pokud Hé nezamitneme, tj. [* (1) > D, , nemusime data transformovat. Pokud
pfedchozi hypotézu zamitneme, mizeme testovat dalsi H(f :A=0. Pokud H g nezamitneme, tj.

I"(0)=D, A I"(1)<D,, transformace bude ve tvaru z =Iny,. Pokud viak bude
I"(0)<D, A I'(1)<D,, provedeme transformaci z, = (yf —1)//”1 .
Algoritmus pro feseni praktickych uloh:

1. Zkontrolujeme vstupni data, aby byla nezaporna, jinak pfip. pficteme kladnou konstantu.

2. Vektor dat rozlozime na kratké useky o délce 4 az 12 udaju.

3. Vkazdém tseku provedeme robustni odhady stfedni hodnoty £ (primér, median) a rozptylu

(31.2 (max-min, mezikvartilové rozpéti).

4. Piedpokladame, Ze plati 0'( ,u) =ou®, logaritmovanim dostaneme In 0'( ,u) =lnoc+0Olnu
aneznamé ® odhadneme metodou nejmensich &tverct diky hodnotam v, =Ind,, u, =1n 4,
v regresnim modelu v, =a+0®u, +¢,,kde a=Ino, ¢ ~ VWV(O, O'E2 ) .

5. Pro odhad ©®=1-4 pomoci 7 -statistiky zkonstruujeme interval spolehlivosti / ((:)) Pokud

tento interval bude obsahovat nulu, tj. 0/ (@), data se nebudou transformovat. Pokud

0¢ I((:)) A le I((:)), voli se transformace z, =In y,. Jinak se voli z, = (yf —1)/2 .



3 Procesy s proménlivymi rezimy

Jinym vychodiskem pfi feSeni tohoto problému je pfistoupeni k modelovani procest
s proménlivymi rezimy — modely TAR (Threshold Autoregressive), modely MSW (Markov
Switching), pfipadné modely ARCH/GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroscedasticity).

Empiricky bylo zjisténo, ze vysokofrekvencni ¢asové fady se vyznacuji v ¢ase promeénlivou
variabilitou, hovofi se o ménlivé volatilité. To vede k vaznym problémim pii pouziti klasickych
linearnich (S)AR(I)MA modela (Box — Jenkinsova metodologie). Bylo zjisténo, ze s variabilitou mize
souviset Uroven a sila autokorelace v Casovych ftadach. Charakteristické rysy takovychto
analyzovanych ¢asovych fad tedy nemohou byt pln¢ zachyceny jen linearnimi modely, predpokladajici
pouze jeden typ zavislosti — korelani zavislost. Nelinearni modely vychéazeji z n¢jaké nelinedrni
funkce tady stejné rozdélenych nezavislych ndhodnych veli¢in, takze predpokladaji obecnéjsi formu
zavislosti nez pouze korela¢ni. Zménu volatility (tedy i autokorelace) ¢asové fady lze chépat jako
zménu v rezimu chovani ¢asové fady, ktera miize byt zptisobena riznymi faktory — deterministickymi
i nesystematickymi a nepredikovatelnymi.

V 80.letech 20.stol. (Engle) vznikla koncepce modelovani volatility ¢asovych fad (modely typu
ARCH), ktera byla postupné rozpracovana a byla navrzena fada dalSich modelt volatility. Sviij ptivod
maji tyto modely v ekonometrii, postupné se zacinaji uplatiiovat i v technometrii.

Modely ARCH pracuji s podminénou stfedni hodnotu a podminénym rozptylem. M&jme napt.
stacionarni autoregresni model prvniho fadu AR(1)

X, =¢X,  +¢,
kde |¢[ <1, & ~IID (0,07 )., ktery Ize vyjadtit ve forme
X =g +de_+dc_,+de _ +...

Nepodminéna stfedni hodnota veli¢iny X, je nulova, tedy £ (X ,) =(. Podminéna stfedni hodnota

E, | je stiedni hodnota veli¢iny X

] , za piedpokladu, Ze nadhodné veli¢iny nabyly v Casech

t—1, t—2,... konkrétnich hodnot. Zavisi na volb& podminky, je jeji funkci — tuto funkci oznacujeme
jako funkci regresni. Pro proces AR(1) je podminkou ur¢ita hodnota nahodné veli¢iny v ¢ase ¢ —1,

Et—l(Xt)=¢Xt—1’

tj. podminéna stiedni hodnota veli¢iny X, je zavisla na ¢ase. Podminénou stfedni hodnotu Ize vyjadfit

obecnym ARMAX( p,q,n) modelem

P 9 n
Xt = C+z¢iXt—i +é +Z'9j8t—j +Z'BkAfsk ’
i=1 Jj=1 k=1

kde 4, je regresni matice.

Nepodminény rozptyl veli¢iny X, pro proces AR(1) je

2

Dt(Xt):lf;z )

je tedy neménny v ¢ase. Podminény rozptyl se oznacuje jako funkce skedasticka, jejiz prubéh tak

charakterizuje ménivost rozptylu veli¢iny X, v zavislosti na hodnotach veli¢in X, , X, ,,....

t

Podminény rozptyl veliéiny X, je D,_l(X t):qf, je tedy také neménny v Case (je funkci

homoskedastickou).



Uvedené vlastnosti jsou charakteristické pro vSechny stacionarni a invertibilni procesy, tj. pro
procesy typu AR, MA a ARMA.

Podivejme se nyni na nestacionarni procesy, konkrétn¢ integrované procesy. Uvazujme proces
nahodné prochazky

X, =X_+¢,

kde &, ~ IID(O, o’ ) , ktery lze vyjadfit ve tvaru X, =¢, +¢,_ +¢&,_, +&,_; +..., takze nepodminéna

stiedni hodnota je nulova, tj. E (X t) = 0. Podminéna stiedni hodnota E, (X ) =X, , je zavisla na

t
¢ase. Nepodminény rozptyl D, (X t) = to"f je linearni funkei ¢asové proménné. Podminény rozptyl

D, (X t) = 0'52 je opét funkci homoskedastickou.

t

Tyto vlastnosti jsou charakteristické pro vSechny typy integrovanych procesi, tj. pro tfidu
modeli ARIMA. Suvedenymi typy modell se pracuje velmi dobfe, nebot je Ize jednoduse
transformovat na gaussovsky proces bilého Sumu. Problematika bodovych a intervalovych odhadi
parametrl tohoto procesu je ve statisticke teorii dobie rozpracovana.

Prakticky se pfi identifikaci modelu ¢asové fady postupuje nasledovné: vybere se néjaky model,
nejcastéji podle tvaru ACF a PACF, odhadnou se jeho parametry. Ve druhé fazi se provadi
diagnosticka kontrola modelu, ve které se ovéfuje, zda prislusna transformace analyzovaného procesu
vede k procesu gaussovského bilého Sumu. Na zaklad¢ odhadii parametri se vypocitaji residua a jejich
prostifednictvim se testuje autokorelace, heteroskedasticita a normalita nesystematické slozky modelu.

V piipadé vétsiny empirickych teplarenskych dennich casovych tad se vyskytuje situace, kdy
nejsou splnény podminky, za kterych lze pouzit linedrni modely typu ARMA ¢i ARIMA — neni
splnéna predevsim podminka homoskedasticity a normality. Pokud provedeme grafické znazornéni
rozdé¢leni hodnot ¢asové tady, zjistime, ze ma tzv. leptokurtické rozdéleni pravdépodobnosti — takové
rozdg€leni je Spicatéjsi a ma ,.tlustsi (delsi) konce™ (Fat Tails) ve srovnani s rozdélenim normalnim.
Existuji dvé koncepce feseni problému nesplnéni podminek linearniho modelu tfidy AR(I)MA.

Prvni koncepce (Engle, 1984) vychazi z predstavy, ze problém je v typu modelu Casové fady.
Tato predstava je zaloZena na mySlence, ze podivame-li se na analyzovanou ¢asovou fadu, vSimneme
si, ze se jeji variabilita stejné jako uroven v ¢ase méni. Uvazované linearni modely jsou totiz zalozeny
na podmince, Ze se sice podminéna stfedni hodnota v Case méni, ale podminény rozptyl je konstantni,
coz v8ak mnohdy neodpovida realité. Je tedy vhodné navrhnout modely, které by spliiovaly
ptedpoklad v ¢ase se meénictho podminéného rozptylu (pfip. podminéné stiedni hodnoty a
podminéného rozptylu). Podstatné je, Ze tato koncepce neméni ptivodni pozadavek normality.

Druha koncepce vychazi z pfedstavy (Mandelbrot, 60.1éta), ze problém neni v modelu ¢asové
fady, ale v pozadavku normality rozdéleni, ktery neni realny. VétSina dennich Casovych tad je
charakteristicka rozdélenim, které je Spicatéjsi a ma tlustsi konce nez rozdé€leni normalni. Tato druha
koncepce ma fundamentalni charakter a jeji dalsi rozpracovani by znamenalo revolu¢ni zasah do celé
oblasti statistického modelovani.

4 Modely volatility

Uvazujme stochasticky proces {gt} , u kterého predpokladime nulovou podminénou stfedni

hodnotu
E(5,19,.)=FE.(5)=0
a podminény rozptyl
D(&19Q.,)=D_(&)=E,_ {‘% ~E_ (s )}2 =L (‘912 12, ) =0/,

piicemz Q. | je relevantni minula informace az do ¢asu ¢ —1. Tyto pozadavky spliiuje model procesu

{8t} ve tvaru



€ =¢€0,,

kde Em( ) 0, D_ ( ) 1, E(ete“)=0 pro i=0,%1,12,... (nezavislé veli¢iny s nulovou
sttedni hodnotou a jednotkovym rozptylem). Je-li rozdéleni ndhodné veli¢iny e, za podminky

~N,_, (0,1), potom je

rozdéleni ndhodné veli¢iny &, za podminky informace, kterd je k dispozici v ¢ase f—1, rovnéz

informace, kterd je k dispozici v ¢ase ¢—1, normované normalni, tj. e,

normalni, avSak s podminénym rozptylem, ktery se méni v zavislosti na Case, tj. &, ~ ( )

Dale plati

tj. SpiCatost nepodminéného rozdéleni &, je vé€tSi nebo rovna Spicatosti normovaného normalniho
rozdg¢leni, pfi¢emzZ rovnost nastane tehdy, jsou-li podminéné rozptyly konstantni. Jednotlivé modely
volatility spocivaji ve formulaci vyvoje podminéného rozptylu O'f v Case.

Linearni modely volatility jsou charakteristické tim, Ze podminény rozptyl je linearni funkci

2 2 : oo . . . o , . , - v
veli¢in 8, 15€1 25--»€,_,- Nelinedrni modely jsou schopné postihnout rizné asymetrické jevy, napf.

pakovy efekt, kdy se kladné a zdporné Soky do podminéného rozptylu nepromitaji symetricky, jak to
predpokladaji linearni modely volatility. Zakladnimi linearnimi modely volatility jsou ARCH(g) a
GARCH(p,g) modely.

Proces ARCH(g)
Podminény rozptyl je
ol =w+as ta,El, +.. +aq5, .
kde ®>0 a a,,...,a, 20. Toto Ize zapsat i pomoci operatoru zpétného posunuti B, pro ktery je
Ble, = &_;»pak
o, =w+(aB+a,B’ +..+a,B)é

Model ARCH(gq) Ize vyjadfit v autoregresnim tvaru modelu AR(g) procesu {é‘f}

& =0+ ¥ E], A s Y,

kde v, :é‘f—af. Proces ARCH(g) je slabé stacionarni, lezi-li kofeny polynomialni rovnice

(alB + 0(232 +.+ta qu) =0 vné jednotkového kruhu. Nepodminény rozptyl procesu je

tedy je konstantni v ¢ase a proces {6,} je nepodminéné homoskedasticky.
Zejména pak model ARCH(1) ma tvar podminéného rozptylu
ol =w+asl,

Upravou lze ziskat autoregresni tvar modelu



2 2
& = a)+algt_1 +Vz’

kde v,=¢’ -0’ =0 (et2 —1). Jestlize a, =0, pak je {a}} proces gaussovského bilého Sumu (za
podminky normality). Je-li ¢, piili§ vysoké, je rozptyl procesu ARCH(1) nekone¢né velky. Proces je
slab¢ stacionarni, jestlize ¢, <1. Nepodminéna stiedni hodnota, resp. nepodminény rozptyl jsou
E(&)=0, resp. D(€,)=E(£,2)=L.
l-¢

Podminény rozptyl je kladny pro @ >0 a @, >0. Ctvrty moment je kone¢ny pro 3¢, <1, tehdy

proces generuje data, ktera maji rozdéleni Spicat€jsi a jeho konce jsou ,.tlust$i“ v porovnani
s rozdélenim normalnim,

E(e) ()

t

£ E(gz )2 1_3a12

t

Model ARCH je charakteristicky tim, Ze lze pomoci néj zachytit shluky volatility v ¢asové fade. To
plyne z toho, Ze jestlize je ¢&,_, v absolutni hodnoté vysoké, 1ze oCekavat i & v absolutni hodnoté

vysoké. Vysoké (pfip. nizké) hodnoty casové fady budou nasledovany vysokymi (piip. nizkymi)
hodnotami jakéhokoliv znaménka.

Proces GARCH(p,q)
Ma podminény rozptyl ve tvaru

2 _ 2 2 2 2 2 2
O, =0+aE  ta,E .o g, +po , + B0, +...+ﬂpat_p,

kde p20, ¢>0, w>0, 20 pro i=1,...,q, $,20 pro j=l,..,p. Pomoci operitoru
zpétného posunuti jej lze vyjadfit ve tvaru

o) =o(a,B+a,B +..+a,B")e +(BB+B,B +..+ B,B" )0 =
=w+a,(B)s +,(B)o; .

Model GARCH(p,q) je tak mozné psat ve tvaru

m P
g = a)+Z(al. +:B,-)5t2_1 —Z,Bivt_i +v,
i=1

i=1

nebo pomoci operatoru zpétného posunuti
& =o+[a(B)+B(B)|& +v,-B(B)v,,
kde v, = gtz - 0'[2 . Jedna se tedy o model ARMA(m,q) pro 8,2 , kde m =max { D, q} . Jestlize je

p =0, model se transformuje na ARCH(q). Je-li p=0=gq, pak je {6,} proces gaussovského bilého
Ssumu. Model GARCH(p,q) lze vyjadrit jako ARCH( ), tedy model ARCH s mnoha zpozdénimi 1ze
aproximovat modelem GARCH s mén¢ zpozdénimi, resp. s menSim pocétem parametri. Model
GARCH(p,g) je slabé stacionérni, jestlize &, (1) +5, (1) < 1. Nepodminény rozptyl procesu je

D(X,)zE(Xf)=l_ap(ﬁo—ﬂq(l)'

Zejména pak podminény rozptyl procesu GARCH(1,1) ma tvar



ol =o+aeg , +ph_,
kde >0, o, 20, S, 2 0. Pomoci operatoru zpétného posunuti piseme
(1-BB)o, =w+as’,.
Upravou jej miizeme piepsat do tvaru modelu ARMA(1,1)
g =o+(a,+B)el,+v,— BV,
kde v, = gtz - (th . Proces je slabé stacionarni pro ¢, + 3, <1. Nepodminény rozptyl procesu je

O
-, - f ’

tedy je konstantni v ¢ase a proces {6‘[} je nepodminéné homoskedasticky. Proces GARCH(1,1) stejné

D(g,):E(gz):

t

jako procesy ARCH generuji fady hodnot, které maji rozd€leni Spicatéjsi a s ,.tlustSimi konci®
v porovnani s normalnim rozdé€lenim. Spicatost rozdé€leni nahodnych veli€in & méa pro

3 +2a, B, + B <1 tvar

G I R G

E(82)2 1_(051"'ﬁ1)2_20[12

t

b

jinak je oo. Autokorelac¢ni funkce procesu {8t2 } je

2
o -
A 2,pk=/01(0(1+,81)k "prok=2.3,....

=g +—
P 1 1—2a,6—f

Hodnoty autokorela¢ni funkce s rostoucim zpozdénim k exponencialné klesaji, rychlost poklesu
zavisi na velikosti souctu ¢, + f,. Blizi-li se tento soucet hodnoté jedna, je pokles autokorelaéni
funkce velmi pozvolny. Hodnoty parcidlni autokorelacni funkce rovnéz s rostoucim zpozdénim

exponencialné klesaji. Obecné lze tvrdit, Ze tvar ACF a PACF procesu {82} odpovida tvaru téchto

t
funkci modelu ARMA(p,q).

Proces GARCH(1,1) je z praktického hlediska zajimavy tim, Ze jim lze aproximovat proces
ARCH s mnoha zpozdénimi.

Dalsimi linearni modely jsou IGARCH, FIGARCH, GARCH-M, nelinearni modely jsou pak
EGARCH, IEGARCH, FIEGARCH, GJR-GARCH, QGARCH, SV model aj.

Proces vystavby modelil volatility lze rozdélit do nasledujicich kroki:
a) Urceni vhodného linearniho nebo nelinearniho urovinového modelu pro danou ¢asovou radu.

b) Testovani nulové hypotézy podminéné homoskedasticity proti alternativni hypotéze
podminéné heteroskedasticity linearniho nebo nelinearniho typu.

¢) Odhadovani parametri zvoleného linearniho nebo nelinedrntho modelu podminéné
heteroskedasticity.

d) Ovéfeni vhodnosti daného modelu diagnostickymi testy.
e) Modifikace modelu, je-li to tfeba.

f) Uziti modelu pro popisné nebo predikéni tcely.



5 Analyza provoznich teplarenskych dat

Stru¢né nazna¢ime prubeh stochastické analyzy ziskanych realnych provoznich teplarenskych
dat. Na nasledujicim obrazku je graficky znazornén ¢asovy prubéhu hodnot teplot vystupni vody na
vystupu z vyménikové stanice (Teplo Pierov, a.s., Palackého ulice) béhem jednoho dne (Ieden, 2007).
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Obr.1: Casovy pritbéhu hodnot teplot vystupni vody na vystupu z vyménikové stanice

Pro vektor dat (ozna¢ime jej A) vytvoiime matlabovsky skript Bdmodel .m, ktery provede
identifikaci Box — Jenkinsova modelu. Konkrétné z daného vektoru dat spocita vybérovy primér,
vybérovy rozptyl, zobrazi korelogramy ACF a PACF, zobrazi periodogram a spoc€ita matici tvofenou

hodnotami FPE kriteria pro jednotlivé ARMA modely — prvek s minimalni hodnotou na pozici [i i ]
indikuje model ARMA (i -1,j—- 1) (indexuje se od nuly). Dostavame

>> BJmodel (A)

vyberovy prumer: 55.0193

vyberovy rozptyl: 3.60564

hodnoty FPE kriteria pro jednotlive ARMA modely:

1.0e+003 *
3.030731706022 0.909115365313 0.324244052345 0.166364044939
0.001631776099 0.001634188044 0.001636436964 0.001638666986
0.001634048368 0.001636455241 0.001638704943 0.001637861626
0.001637473969 0.001639879685 0.001641482159 0.001642407768

e

Z této matice se jako nejvhodnéjsi jevi model ARMA(1,0), nebot’ prvek na pozici (2,1) ma nejmensi
hodnotu. Korelogramy na nasledujicim obrazku také naznacuje, Ze by se mohlo jednat o proces
ARMAC(1,0).
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Obr.2: Korelogramy ACF a PACF

Periodogram na nasledujicim obrazku neindikuje existenci n¢jakych vyzna¢nych frekvenci.
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Obr.3: Periodogram

Vytvotime matlabovsky skript ARMAmodel.m, ktery mulze pomoci v ovéfeni spravnosti volby
modelu ARMA(1,0). Je zaloZen na ovétovani nekorelace residui pomoci Portmonteau testu, pficemz
by mélo platit, Ze hodnota Portmonteau statistiky O by méla byt mensi nez kriticka hodnota testu.

Navic spocita hodnoty stfedni residualni chyby, stiedni kvadratické chyby a stfedni absolutni chyby.
Dostavame tak:

>> ARMAmodel (A,1,0)

Discrete-time IDPOLY model: A(qQ)y(t) = e(t)
A(g) =1 - 0.9731 (+-0.01949) g~-1
Estimated using ARMAX from data set yc
Loss function 1.58739 and FPE 1.5896

Sampling interval: 1

hodnota Portmonteau statistiky: Q = 251.591



kriticka hodnota : krit = 52.1923

prumerna rezidualni chyba: ME = -0.000543812
prum. kvadraticka chyba: MSE = 1.58627

prum. absolutni chyba: MAE = 0.457015

Vidime, Ze hodnota Portmonteau statistiky O =251.591 je podstatné vyssi nez kriticka hodnota testu
k =52.1923. Sestavime histogram naméfenych dat a porovname jej s normalnim rozdélenim.
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Obr.4: Histogram naméienych dat

Vidime, Ze se zifejmé jedna o data pochazejici z leptokurtického rozdéleni, tedy Spicatéjsi rozdéleni s
,»tlust€j§imi“ konci oproti rozdéleni normalnimu.

Test normality: matlabovsky jbtest provede Jarque — Beriiv test nulové hypotézy, ze data
pochéazeji znormalniho rozdéleni sneznamou stfedni hodnotou a neznamym rozptylem, proti
alternativé, ze data nepochdzeji z normalniho rozdéleni. Test je zaloZzen na myslence soucasného
testovani Sikmosti a $picatosti. Krom¢ nenormality miize k zamitnuti nulové hypotézy vést i fakt, ze
hodnoty nejsou homoskedastické. Testovaci statistika ma tvar

2
n k-3
=t g 3 :

6 4
kde n je pocet dat ve vzorku, s, resp. k je vybérova Sikmost, resp. Spi¢atost. Za platnosti nulové
hypotézy ma ;(2 rozdéleni se dvéma stupni volnosti.
>> [h,p,jbstat,krit] = jbtest (A, 0.05);
>> [h,p, jbstat, krit]
ans =

1.00000000000 0.00100000000 227.04309899435 5.94951665714

Tedy nulovou hypotézu na 5%-ni hladiné¢ vyznamnosti zamitdme, data nepochazeji z normalniho
rozdéleni.



Vytvoifime matlabovky skript testnezprvku.m (test nezavislosti prvkl vybéru) a
provedeme pomoci n¢j test autokorelace. Tento skript provadi test ¢asové zavislosti prvkd vybéru,
pfipadné zavislost souvisejici s pofadim jednotlivych meétfeni, pomoci koeficientu autokorelace
prvniho fadu. Nulova hypotéza tvrdi, Ze neni pfitomna autokorelace. Test rozhodne o jejim zamitnuti
¢i nezamitnuti na zvolené hladiné vyznamnosti. Navic uréi hodnotu testovaci statistiky a rozpéti
kritického oboru. Aplikujeme-li jej na nasi ¢asovou fadu A, vysledkem je:

>> testnezprvku (A)

**%* HO: neni autokorelace ***

HO zamitame - existuje autokorelace
testovaci statistika: 61.8415
hranice kritickeho oboru:

-1.961611612000120 1.961611612000120
Tedy na 5%-ni hladin€ vyznamnosti nulovou hypotézu zamitame, v datech existuje autokorelace.

Provedeme diferencovani ¢asové fady a pracujeme dale s fadou prvnich diferenci Al

>> Al=diff (B);

Prbeh prvnich diferenci je na nasledujicim obrazku, ze kterého jsou jasné patrné shluky volatility.
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Obr.5: Prvni diference

Pomoci matlabovské procedury archtest provedeme Engeliv ARCH-test, ktery zjistuje
pritomnost podminéné heteroskedasticity (tedy ARCH efektu). Nulova hypotéza tvrdi, Ze casova fada

residui sestava znezavislého identicky rozdéleného gaussovského Sumu IID(O, 0'52), tedy ze

neexistuje ARCH efekt. Konstruuje se regresni model

& =w+aél vl +. rall tu,,
na jehoZ zakladg se ziska index determinace R>. Testové kriterium ve tvaru TR?, kde T je poCet dat,
ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni ;(2 (q) .

>> [H,p,stat,krit] = archtest(Al-mean(Al), [1 2 3 4 5 10 15 20]', 0.05);
>> [H,p,stat, krit]
ans =

1.000000000000 0.0257413771745 4.97330754969816 3.8414588206942



1.000000000000 0.0050510169332 10.5763313661064 5.9914645471080
1.000000000000 0.0101482495566 11.3130222684653 7.8147279032512
1.000000000000 0 139.055709112265 9.4877290367812
1.000000000000 0 152.312778733859 11.070497693516
1.000000000000 0 155.153360928627 18.307038053275
1.000000000000 0 159.156255103441 24.995790139728
1.000000000000 0 161.922848731419 31.410432844230

Tedy na 5%-ni hladiné vyznamnosti zamitame nulovou hypotézu, pro ¢ =1,2,3,4,5,10,15 i 20 je
v modelu pfitomna podminéna heteroskedasticita.

GARCH modelovani

Matlabovsky test pomoci vérohodnostniho poméru 1ratiotest pomize odhalit parametry modelu
GARCH(p,q).

>> specll = garchset('P',1,'Q',1, 'Display', 'off'");
>> spec2l = garchset('P',2,'Q',1, 'Display', 'off'");

>> specl?2

garchset ('P',1,'Q',2, 'Display"', 'off'");

>> spec22 garchset ('P',2,'Q',2, 'Display', 'off');

>> [coeffll,errorsll,LLF11]

garchfit (specll,Al);
>> [coeffl2,errorsl2,LLF12]

garchfit (specl2,Al);

>> [coeff2l,errors2l,LLF21]

garchfit (spec2l,Al);

>> [coeff22,errors22,LLF22] garchfit (spec22,Al);

Postupné provedeme nékolik testl, z nichz je patrné, Zze model GARCH(1,2) ma nejlepsi vysledky.
>> [H,pValue, Stat,CriticalValue] = lratiotest (LLF21,LLF11,1,0.05);

>> [H,pValue, Stat,CriticalValue]

ans =

0 0.999722138415920 0.000000121276571 3.841458820694152

>> [H,pValue, Stat,CriticalvValue] = lratiotest(LLF12,LLF11,1,0.05);
>> [H,pValue, Stat,CriticalValue]
ans =

1.00000000 0.000000000001612 49.907257904396829 3.841458820694152

>> [H,pValue, Stat,CriticalValue] = lratiotest (LLF12,LLF21,1,0.05);
>> [H,pValue, Stat,CriticalValue]
ans =

1.000000000 0.000000000001612 49.907257783120258 3.841458820694152

>> [H,pValue, Stat,CriticalValue] = lratiotest (LLF12,LLF22,1,0.05);
>> [H,pValue, Stat,CriticalValue]
ans =

0 1.000000000000000 -1.877927843629550 3.841458820694152



>> [H,pValue,Stat,Criticalvalue] = lratiotest (LLF22,LLF12,1,0.05);
>> [H,pValue, Stat,CriticalValue]
ans =

0 0.170569848830138 1.877927843629550 3.841458820694152

Vytvotime matlabovsky skript GARCHmodel .m , ktery sestroji matici hodnot AIC, resp. BIC

kriteria pro rozhodovani o fadu modelu GARCH — prvek s minimalni hodnotou na pozici [i, ]]
indikuje model GARCH (i , j) . V naSem piipadé dostaneme:

>> GARCHmodel (A1, 2)
hodnoty AIC kriteria pro jednotlive GARCH modely:
1.0e+003 *
4.220753025055129 4.172845767150732
4.222753024933852 4.172967839307103
hodnoty BIC kriteria pro jednotlive GARCH modely:
1.0e+003 *
4.241839839882679 4.199204285685170
4.249111543468290 4.204598061548427

I odtud se jevi model GARCH(1,2) jako nejlepsi volba. Pfipravime si matlabovskou strukturu tohoto
modelu.

>> spec = garchset('P', 1, 'Q', 2)
spec =
Comment: 'Mean: ARMAX(0,0,?); Variance: GARCH(1,2) '
Distribution: 'Gaussian'
C: []

VarianceModel: 'GARCH'

P: 1
Q: 2
K: []
GARCH: []
ARCH: []

Provedeme odhad parametrti uzitim matlabovské procedury garchfit.

>> [coeff,errors,LLF,eFit,sFit] = garchfit (spec,Al);

Diagnostic Information

Number of variables: 5

Functions
Objective: garchllfn

Gradient: finite-differencing



Hessian: finite-differencing (or Quasi-Newton)

Nonlinear constraints: armanlc

Gradient of nonlinear constraints: finite-differencing
Constraints

Number of nonlinear inequality constraints: 0

Number of nonlinear equality constraints: 0

Number of linear inequality constraints: 1

Number of linear equality constraints: 0

Number of lower bound constraints: 5

Number of upper bound constraints: 5
Algorithm selected

medium-scale

End diagnostic information

max Line search Directional First-order

Iter F-count f(x) constraint steplength derivative optimality Procedure

0 6 2334.52 -0.025

1 19 2332.87 -0.0248 0.00781 266 448

2 29 2332.13 -0.02325 0.0625 481 666

3 41 2331.84 -0.02289 0.0156 143 420

4 48 2287.97 -0.01145 0.5 -80.9 479

5 54 2169.63 0 1 2.78e+003 3.04e+004

6 64 2157.44 0 0.0625 257 7.15e+003

7 72 2150.12 0 0.25 402 1.21e+004

8 81 2132.51 0 0.125 54.6 4.3e+003

9 87 2101.07 0 1 38.7 9.59e+003

10 93 2091.36 0 1 1.39 5.14e+003

11 99 2085.66 0 1 -4.74 3.23e+003

12 106 2082.62 0 0.5 11.6 8.13e+003

13 112 2082.12 0 1 2.8 3.76e+003

14 118 2081.51 0 1 -0.0778 1.12e+003

15 124 2081.44 0 1 0.107 641

16 130 2081.42 0 1 0.00345 64.1

17 136 2081.42 0 1 -1.34e-005 2.75

18 142 2081.42 O 1 2.76e-009 0.0107 Hessian modified
Optimization terminated: magnitude of search direction less than

2*options.TolX

and maximum constraint violation is less than options.TolCon.



Active inequalities (to within options.TolCon = 1e-007):
lower upper ineglin inegnonlin

4 1

Boundary Constraints Active: Standard Errors May Be Inaccurate.

>> garchdisp (coeff,errors)

Mean: ARMAX (0,0,0); Variance: GARCH(1,2)

Conditional Probability Distribution: Gaussian

Number of Model Parameters Estimated: 5

Standard T
Parameter Value Error Statistic
C -0.011966 0.01614 -0.7413
K 0.0015184 8.0975e-005 18.7519
GARCH (1) 0.96139 0.0012091 795.1219
ARCH (1) 0 0.010684 0.0000
ARCH (2) 0.03861 0.01047 3.6876

Dostavame tak GARCH(1,2) model:
Y =-0.011966+¢,,

o2 =0.0015184+0.961395>, +0.03861¢> .

Provedeme simulaci dat danych vys$e uvedenym modelem:
>> [e,s] = garchsim(coeff,1000);
>> garchplot (e, s)

Priib¢hy residui a podminéné smérodatné odchylky simulovaného procesu jsou na nasledujicim
obrazku.
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Obr.6: Residua a podminéné smérodatné odchylky

Na zavér vytvofime piedpovédi (v horizontu 50 pozorovani), které porovname s vysledky
ziskané simulaci naseho modelu.

>> hor=50;
>>[sigmaForecast,meanForecast, sigmaTotal, meanRMSE]=garchpred (coeff,Al, hor);
>> nPaths=1000;

>> [eSim,sSim,ySim] = garchsim(coeff,hor,nPaths,0,[],[],eFit,sFit,Al (end));

>> figure

>> plot (sigmaForecast,'.-b")

>> hold('on'")

>> grid('on'")

>> plot (sgrt (mean(sSim."2,2)),"'.x")

>> title ('Predpoved smerodatne odchylky')

>> legend ('predpoved', 'simulace')
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Obr.7: Predpoved’ smérodatné odchylky
figure (2)
plot (meanForecast,'.-b')
hold('on'")
grid('on'")
plot (mean (ySim,2),'.r")
title ('Predpoved residui')
legend ('predpoved', 'simulace',4)

Obr.8: Predpoveéd residui
figure (3)
plot (meanRMSE, '.-b"')
hold('on')
grid('on')
plot (std(ySim'),"'.xr")
title('Stredni chyba predpovedi residui')

legend ('predpoved', 'simulace')
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Obr.9: Stredni chyba ptedpovedi residui
6 Zavér
Nase vysledky nejsou produktem ukonceného a uzavieného projektu, jsou pouze jednou z ¢asti
béziciho ukolu modelovani a predikce spotieby tepelné energie. Modely GARCH jsou bézné

pouzivané a cCasto aplikované v ekonometrii. Nasim zamérem bylo demonstrovat uziti téchto
stochastickych modelt v technometrii, pficemz samotna analyza probihala v prostfedi MATLABu.
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