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Abstrakt

Řízení systémů s rozloženými parametry je stále živé téma s aplikacemi v mnoha oblastech,
mj. v adaptivní optice a lékařství. Pro usnadnění výzkumu nových metod pro řízení systémů
s rozloženými parametry byl do prostředí Simulink vytvořen nový blok pro simulaci, který
numericky řeší parciální diferenciální rovnici popisující chování simulovaného objektu. Na po-
dobném principu byl vytvořen i blok představující regulátor. Při simulacích uzavřené smyčky
lze využívat dalších simulinkových bloků jako jsou vstupní signály, náhodný signál ap.

1 Úvod

Řízení systémů s rozloženými parametry je stále živé téma s aplikacemi v mnoha oblastech. Za všechny
jmenujme adaptivní optiku, chemii a lékařství. Navíc v posledních letech nastává rychlý vývoj v návrhu
a použití vysoce kvalitních senzorů a akčních členů a jejich cena klesá. Je tedy finančně únosné umístit
celé pole takových členů např. do pícky či pod deformovatelné zrcadlo, jak je schematicky znázorněno na
obr. 1 a založit na nich řízení teploty, výchylky apod. Vzniklý systém, přirozeně diskrétní v prostoru, lze
popsat parciální diferenční (rekurentní) rovnicí, na jejím základě získat stavový popis nebo přenosovou
funkci a věnovat se návrhu řízení tohoto systému. Např. v [3] je odvozena přenosová funkce deformova-
telného zrcadla. V [2] je ukázán postup návrhu LQG regulátoru systému s rozloženými parametry. Stejně
jako soustava má i regulátor rozložené parametry.

Pro usnadnění simulací nových metod řízení takto popsaných systémů byl vytvořen v Simulinku
blok představující systém s rozloženými parametry [1], který podle diferenční rovnice popisující simu-
lovaný systém v každém časovém cyklu přepočítává stav, který se v následujícím časovém cyklu objeví
na výstupu bloku. Na stejném principu byl následně vytvořen i blok představující regulátor. Simulo-
vat tedy lze chování celého regulačního obvodu. Možnost využít při simulaci i standardní bloky, jako
např. jednotkový skok, náhodný signál ap., je samosebou.

V tomto článku nejprve popíšeme použitý postup modelování a simulace systému s rozloženými
parametry a jeho regulátoru a odvození přenosu. V kap. 4 popíšeme návrh LQG regulátoru. V kap. 5
se budeme zabývat numerickými simulacemi LQG řízení, jehož návrh algebraickými metodami stručně
shrneme. Jako řízený systém budeme pro jednoduchost předpokládat vedení tepla v prutu (obr. 1a).
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Obrázek 1: Schématické znázornění (a) prutu vybaveného sadou topných tělísek a senzorů, (b) deformo-
vatelného zrcadla s polem akčních členů a senzorů



2 Modelování

V této kapitole stručně ukážeme, jak lze získat přenosovou funkci systému s rozloženými parametry. Pro
jednoduchost ukážeme celý postup na již výše zmíněném vedení tepla v prutu.

Předpokládáme tedy, že známe parciální diferenciální rovnici popisující chování našeho systému.
Vedení tepla v prutu popisuje dobře známá rovnice (vizte např. [8])

∂y(x, t)
∂t

= κ
∂2y(x, t)
∂x2

+ u(t, x), (1)

kde y označuje teplotu (◦C), t čas (s), x prostorovou souřadnici (m), κ je konstanta (m2 s−1) a u je vstupní
teplo (◦C s−1).

Jak už bylo řečeno výše, rovnici (1) je pro účely řízení třeba diskretizovat v prostoru i v čase.
Diskretizaci provedeme metodou konečných diferencí [5, 9], která spočívá v pokrytí oblasti, ve které
hledáme řešení dané rovnice, nějakou sítí složenou z konečného počtu uzlů a nahradíme derivace hledané
funkce diferencemi používajícími hodnot pouze v těchto uzlech. V našem případě(
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kde T > 0 je perioda vzorkování (času) a h > 0 označuje vzdálenost mezi uzly podél prutu. Dosaze-
ním (2) do (1) získáme parciální rekurentní rovnici
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kde k odpovídá diskrétnímu času a i souřadnici uzlu. Rovnice (3) je aproximací (1), popisuje tedy při-
bližně vedení tepla v prutu. Bez újmy na obecnosti jsme pro jednoduchost zvolili κ = 1.

Rovnici typu (3) (časovou rekurenci) popisující nějaký systém s rozloženými parametry lze dále
upravit a získat formu vhodnější pro návrh řízení – stavový popis nebo přenos. Přenos získáme víceroz-
měrovou z-transformací (3). Má tvar
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kde z odpovídá času a z1 prostoru. Při použití z-transformace předpokládáme, že prut je „dostatečně
dlouhý“ a je tedy splněna podmínka invariantnosti systému vůči posuvu.

Zájemce o podrobnější popis získání modelu je odkázán na [4], kde jsou odvozeny i nutné a po-
stačující podmínky konvergence diskrétní rovnice (3) k rovnici (1), příp. na [3], kde je odvozen přenos
deformovatelného zrcadla.

3 Model v Simulinku

V této kapitole popíšeme simulinkový blok pro simulaci systému s rozloženými parametry a blok pro
simulaci jeho regulátoru. Oba bloky jsou založeny na stejném principu – numerickém výpočtu časové
rekurence.

Simulinkový blok simulující systém s rozloženými parametry byl vytvořen již v [1]. Jedná se o s-
-funkci, jejíž stavy jsou hodnoty v uzlech (v našem případě teplota) v současném čase, výstupem je vektor
hodnot v uzlech v následujícím čase a vstupem jsou akční zásahy v jednotlivých uzlech. Blok v každém
časovém cyklu přepočítává podle dané časové rekurence stav systému, který se v následujícím časovém
cyklu objeví na výstupu. Pro naše účely je časová rekurence popisující soustavu daná rovnicí (3).



Blok regulátoru založíme na zcela stejném principu. Simulovaná časová rekurence zde má obecně
tvar (pro čas a jeden prostor)

uk,i = q1,0 ek−1,i + q1,1 (ek−1,i−1 + ek−1,i+1) + · · ·+ q2,0 ek−2,i + · · ·+
+ p1,0 uk−1,i + p1,1 (uk−1,i−1 + uk−1,i+1) + p2,0 uk−2,i + p2,1 (uk−2,i−1 + uk−2,i+1) · · · , (4)

kde u je výstup regulátoru (akční zásah), e regulační odchylka, q ∈ Rnqk×nqi , p ∈ Rnpk×npi jsou kon-
stanty regulátoru, nqk , nqi , npk , npi jsou stupně polynomů q(z, z1) a p(z, z1) v proměnné odpovídající
času (z) a prostoru (z1) popisující regulátor dle vztahu

R(z, z1) =
q(z, z1)
p(z, z1)

.

Oba výše popsané bloky můžeme zapojit např. podle schématu na obr. 2 a použít další simulinkové
bloky.
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Obrázek 2: Simulinkové schéma regulačního obvodu

4 Návrh regulátoru

V této kapitole popíšeme návrh LQG regulátoru pro konkrétní příklad systému vedení tepla v prutu.
Navržen tedy bude regulátor optimální ve smyslu minimalizace kvadratického kritéria
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φu2(k, l1, . . . , ln) + ψ y2(k, l1, . . . , ln), (5)

kde u a y je vstup a výstup soustavy, φ, ψ > 0. Uvažujme schéma podle obr. 3, kde soustava, regulátor a
filtr jsou dány přenosy
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Obrázek 3: Schéma LQG řízení



q(d, z1, . . . , zn) =
Y (d, z1, . . . , zn)

E(d, z1, . . . , zn)D(d, z1, . . . , zn)
, (6)

p(d, z1, . . . , zn) =
X(d, z1, . . . , zn)

E(d, z1, . . . , zn)D(d, z1, . . . , zn)
. (7)

Návrh LQG regulátoru spočívá v nalezení takového řešeníX a Y dvojice rovnic

dlE∗X − Z b = dl a∗ φD (8)
dlE∗ Y + Z a = dl b∗ ψD, (9)

že Y (0, ·) = 0 (· označuje „pro všechny hodnoty indexů“), kde l = max(deg a, deg b, degE) a

aφ1 a
∗ + c ψ1 c

∗ = DD∗ (10)
aφ a∗ + b ψ b∗ = E E∗, (11)

kde
D(0, 0, . . . , 0) 6= 0, D(0, i1, . . . , in) = 0, i1, . . . , in 6= 0

a
E(0, 0, . . . , 0) 6= 0, E(0, i1, . . . , in) = 0, i1, . . . , in 6= 0.

Jedná se tedy o klasický postup návrhu LQG regulátoru uvedený v [6] nebo např. v [7], zde však
z důvodu zavedení víceproměnných polynomů zatížený složitějšími podmínkami dosažení optimality
a náročnějšími výpočetními operacemi. V rovnicích (10) a (11) je třeba spočítat spektrální faktorizaci
vícerozměrného polynomu, což je téma, v kterém je výzkum teprve v prvních krůčcích. Omezíme-li se
však na problém, kde se vyskytuje čas a jeden prostor, můžeme v rozumné době vypočíst přibližnou
spektrální faktorizaci algoritmem, který je použit i v [2].

5 Numerické simulace

V této kapitole ukážeme výsledky simulací. Uvažujme prut délky 1 m, osazený 59 topnými tělísky a
akčními členy. Pro simulaci předpokládáme Dirichletovy okrajové podmínky – teplotu na okrajích prutu
rovnu 20 ◦C. Periodu vzorkování volíme 0,1 ms.

Navrženy byly dva LQG regulátory, vždy pro c = a, φ1 = 0,01 a ψ1 = 0,05, váhy vstupu a
výstupu byly voleny v prvním případě φ = 1, ψ = 1, v druhém φ = 1, ψ = 100.

Simulinkové schéma je na obr. 4. V souladu s volbou c = a simulujeme odezvu na jednotkový
impuls (obr. 5). V bloku Random Number je nastavena střední hodnota na 0 a odchylka na 0,01. Průběhy
teploty prutu a akční zásahy jsou na obr. 6 a 7.
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Obrázek 4: Simulinkové schéma regulačního obvodu
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Obrázek 5: Průběh poruchy
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Obrázek 6: Průběh (a) teploty v prutu, (b) akční zásah pro φ = 1, ψ = 1
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Obrázek 7: Průběh (a) teploty v prutu, (b) akční zásah pro φ = 1, ψ = 100

6 Závěr

V článku byl ukázán simulinkový model řízení systému s rozloženými parametry. Odvozena byla přeno-
sová funkce systému šíření tepla v prutu. Pro vytvoření simulinkového modelu systému a regulátoru byla
použita s-funkce.



Navrženo a simulováno bylo LQG řízení šíření tepla, pozorována byla odezva na impuls (obr. 5).
Z obr. 6 a 7 je zřejmé, že zvýšíme-li váhu výstupu soustavy ψ, odezva je rychlejší a akční zásah má větší
velikost, což je chování odpovídající vztahu (5).

Model vytvořený v Simulinku umožňuje použití běžných prvků Simulinku. Např. pro simulaci
vlivu poruchy byl použit blok Random Number, pro pozorování průběhů blok Scope, atd.
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