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Clanek se zabyva analyzou priichodu paprskii obecné nehomogennim izotropnim
optickym prostiedim. V praci jsou zvoleny odliSné typy numerickych metod pro
FeSeni diferencialni rovnice paprsku a tyto metody jsou vyuZity pro feSeni této
rovnice na zvolenych piipadech nehomogenniho prostiedi. Vysledky numerickych
metod byly vzajemné porovnany a byla téZ provedena vizualizace prichodu
paprsku zvolenym prostiredim s vyuzitim vypocetniho prostiedi MATLABu.

1. Uvod

V praxi se 1ze velmi Casto setkat s opticky nehomogennim prostfedim, ve kterém se index lomu méni
s polohou a paprsky tudiz obecné nejsou piimkami jako je tomu v opticky homogennim prostiedi, ale
obecnymi prostorovymi kiivkami. Tato vlastnost prostfedi se v technickych aplikacich projevuje bud’
negativnim zplsobem nebo je naopak pro wurcité aplikace svyhodou vyuzivana. Naprosto
nejbéznéjsim a velmi dalezitym piikladem opticky nehomogenniho prostredi je vzduch. Index lomu
vzduchu ptfi dané vilnové délce svétla zavisi na termodynamickych stavovych parametrech
v jednotlivych bodech prostoru a na jeho chemickém slozeni. Uvedena zavislost se nepiiznive
projevuje zejména u optickych meficich a zobrazovacich pfistrojii a metod. Naptiklad u geodetickych
meéfeni je nutno provadét slozité korekéni vypolty pro ziskani spravnych hodnot métfenych
vzdalenosti, 0hli, apod. V souCasné dobé se pro méfeni v inzenyrské geodézii, stavebnictvi a
strojirenstvi pouzivaji pfevazné bezkontaktni optické meéfici metody, na jejichz zakladé byla
zkonstruovana fada pfistroji jako napi. teodolity, nivelacni pristroje, laserové systémy atd. Tyto
méfici pristroje jsou zalozeny na predpokladu, ze svétlo se S$ifi prostfedim pfimocaie a nedochazi
k ovlivitovani jeho prichodu atmosférou. Proto je nutné, chceme-li dosahnout urcité piesnosti metent,
provést analyzu vlivu opticky nehomogenniho prostredi, ve kterém se méteni uskuteciiuje, na presnost
provadéného meéteni. Uzitim diferencidlni rovnice paprsku Ize potom provést pocitatovou simulaci
procesu méfeni v daném misté a pfedem urcit, za jakych podminek lze dosahnout pozadované
presnosti meéfeni. Nicméne¢, vhodné zvolené prostorové zavislosti indexu lomu optického prostiedi se
naopak s vyhodou vyuziva v oblasti gradientni optiky, kde jsou takové optické prvky pouzivany pro
specializované ucely (napft. jako gradientni opticka vlakna ¢i ¢ocky).

Ukolem této prace bylo provedeni numerické analyzy priichodu paprskii nehomogennim
izotropnim optickym prosttedim. V praci byly zvoleny odlisné typy numerickych metod pro feSeni
diferencidlni rovnice paprsku a tyto metody byly pouzity pro feSeni této rovnice na zvolenych
ptipadech nehomogenniho prostfedi. Vysledky metod byly vzajemné porovnany a byla téz provedena
vizualizace prichodu paprsku zvolenym prostfedim s vyuzitim vypocetniho prostredi MATLABu.

2. Diferencialni rovnice paprsku

Podle Maxwellovy elektromagnetické teorie je svétlo elektromagnetické vinéni, které lze popsat
pomoci tzv. vinové rovnice [1-3]
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jez je zékladni rovnici pro $ifeni vin v prostoru. V rovnici (1) funkce U(x,y,z,t) charakterizuje
vlnové pole v prostoru a Case, vje rychlost Sifeni vinéni v daném prostiedi a ¢ je Cas. V pfipade
rovinné monochromatické viny ma funkce U(x, y,z,t) nasledujici tvar



Ux,y,z,t) = A(x, y,z)e*" ™, ()

kde A(x,y,z) je amplituda a @ = ®(t— 1) faze vinéni. Plochy konstantni faze ¢ = konst. nazyvame

vinoplochy. V izotropnim optickém prostfedi jsou paprsky normalami k vinoploSe. Za cas t urazi
svételny rozruch §ifici se v prostfedi o indexu lomu # rychlosti v drahu L. Plati tedy
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kde c je rychlost Sifeni vinéni ve vakuu. Dosadime-li za t do vztahu (2), potom obdrzime
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io(t— )

Ux,y,z,t) = A(x,y,z)e ¢

Funkce S(x,y,z) se obvykle nazyva charakteristickou funkci resp. eikondlem [1,2]. Pro fazi vinéni tedy

plati
0= (,{t _ M} , )
C

Jestlize ve vztahu (3) budeme povazovat ¢ = konst ., potom ndm tento vztah udava ¢asovou zménu
tvaru a polohy optické viny. PovaZzujeme-li krom¢ toho také Cas za konstantni, tj. ¢ = konst.,

t = konst ., potom je (3) rovnici vinoplochy pro dané hodnoty ¢ a z. Jsou-li tedy hodnoty ¢, 7, ® a ¢
konstantni, musi byt podle (3) i hodnota S = konst. Plochy definované rovnici S(x,y,z) = konst. jsou
tedy totozné s vlnoplochami. Polozime-li ve vztahu (3) ¢ = konst., poté dostavame diferenciaci tohoto
vztahu

dS=cds . @)

Necht' znaéi X, vlnoplochu v ¢ase ¢. V ¢ase r+dt zaujme vinoplocha v prostoru polohu 3, . Sifeni
svétla se d&je (podle pfedpokladii geometricke optiky) ve sméru normal k vinoplocham. Necht' L, L,

je jedna ztéchto normal. Oznacime-li dL nekoneéné¢ malou drahu, kterou svétlo urazilo mezi
vlnoplochami X, a Z, za ¢as d¢, dostavame
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Jak jsme si vSak jiz diive fekli, uvazujeme paprsky jako normaly k vinoploSe. Je tedy dS/dL derivaci
ve sméru normaly a plati pro ni vztah

%:|grad$|=n, resp. gradS = ns

kde s(r) je teCny vektor k paprsku. Jednoduchou upravou ziskame vztah
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pro eikonalovou rovnici [1,2], ktera je zdkladni rovnici geometrické optiky. Eikonal S(r) ma
fundamentalni vyznam pfi vySetfovani Sifeni vilnoploch prostiedim a pii jejich transformaci pii

ptechodu vInéni rozhranim dvou riznych prostiedi. Pfedchozi rovnici je mozno téz odvodit riznymi
jinymi zptsoby, napt. pfimo z Maxwellovych rovnic nebo z Fermatova principu [1-3].



Paprsek se definuje jako prostorova kfivka, jejiz te€na v libovolném bodé kiivky ma smér
Poyntingova vektoru, tj. je kolma na vinoplochu S(r)=konst. Pro §ifeni paprsku nehomogennim

izotropnim prostfedim lze zeikonalové rovnice pomoci znamych pravidel vektorového a
diferencidlniho poc¢tu odvodit [1-3]
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Tato rovnice se nazyva rovnici paprsku §ificiho se opticky nehomogennim izotropnim prostiedim o
indexu lomu n(r). Rovnici paprsku miizeme ptepsat do jiného tvaru a sice zavedenim nové promeénné ¢
(jiny parametr kiivky, ktery jiz neni obloukem) substituci ds = n(r)dz . Rovnice (6) pak bude mit tvar
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Ptedchozi diferencialni rovnici, popisujici priicchod paprsku izotropnim prostiedim, je mozné vyuzit
pro praktické modelovani sifeni paprskti takovym optickym prostfedim. Rovnici je mozno fesit bud’
analyticky, nebo numericky.

3. Analytické reSeni diferencialni rovnice paprsku — priklad

Analytické feSeni rovnice paprsku v izotropnim prostiedi je mozno nalézt pouze pro nekteré
matematicky jednoduché prostorové zavislosti indexu lomu prostfedi. Pro ostatni piipady, kdy by
vypocet analytického feseni byl pfili§ slozity, nebo pfimo nemozny, lze pouzit numerickych metod.
Avsak nez se pustime do feseni pomoci numerickych metod, je dobré mit predstavu, nakolik jsou tyto
metody pfesné a efektivni pro pouziti v néjakém vypocetnim softwaru. Je sice mozné pouzit napiiklad
jednu z nejzakladnéjsich metod — tzv. Eulerovu metodu, avSak pocet iteraci k dosazeni pozadované
piesnosti by mohl byt velmi vysoky a tedy pro vypocetni software zbytecn¢ zatézujici (resp. velikost
kroku zvoleného u metody by byla zbytecné mala). Nastinime si tedy vice moznych metod a jejich
efektivitu a pfesnost nasledné zhodnotime podle analytického feseni.

Konkrétni piipad, ktery pro tento problém pozijeme bude tzv. Luneburgova ¢ocka [4]. Luneburgova

¢ocka je pfipad specialni kulové C¢oCky znehomogenniho izotropniho materidlu, jejiz prostorové
rozlozeni hodnoty indexu lomu je sféricky symetrické, tj. plati
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kde r =(x,y,z) je polohovy vektor, n. je hodnota indexu lomu ve stfedu ¢o¢ky, R je polomér kulové

CoCky a On je koeficient, ktery vyjadfuje Gbytek indexu lomu smérem od stiedu ¢ocky k jejim
okrajum. Pro gradient rozlozeni indexu lomu vypocteme

Va(r) = _r(Snj =_K? r ,
n(r)\ R n(r)

kde jsme oznacili K =0n/ R . Potom diferencialni rovnice paprsku (7) nabyva v naSem piipadé tvaru
— —-K’r=0, 9)

coz je obycCejnd homogenni diferencialni rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty [5], jejiz
feSeni lze nalézt ve tvaru



r=Ce"" +Ce™, C =(C,,C,,Cs), C,=(C,,Cy,C,), (10)
kde o, =*Ki jsou kofeny tzv.charakteristické rovnice piislusné dané homogenni diferencidlni
rovnici. Pouzijeme-li dobfe znamého Eulerova vztahu [5]

e = cos(Kt) xisin(Kt)

potom ziskané feSeni miZzeme zapsat jako

r=(C,+C,)cosKt+(C, —C,)sin Kt = AsinQcos Kt + AcosQsin Kt = Asin(Kt +Q),
u=AKcos(Kt+Q),
kde

A=(4,4,,4), Q=(0,9,,0;),

jsou vektory konstant. Budeme-li chtit zjistit jakou kfivku v prostoru ptedstavuje piedchozi zapis
feSeni, musime vyloucit parametr ¢ z pfedchozich vztahti. Ziskame tak kiivku popsanou rovnici

z . x . y .
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coz je obecny tvar rovnice elipsy v prostoru. V ptipadé, Ze paprsek bude prochazet rovinou x-y
(z=0), potom bude mit elipsa nasledujici tvar

Sinz((Pz -Q)= (;] +(jj - 2{2)(1;}}005(@2 -0))

a hlavni osa této elipsy bude natocena vii¢i ose x o uhel
24,4, cos(, —¢))

tan 2¢ = YT
1 2

Jako ptiklad si nyni vypocteme feSeni diferencialni rovnice paprsku pro Luneburgovu cocku, za

pocate¢nich podminek r(z,)=r, =(x,,7,,2,), u(t,)=u,=(1,0,0), x,=—/R* -y, , t,=0,

nf =2 a K =1. Dosazenim téchto poc¢ate¢nich podminek do vztahti pro soufadnice x a y dostaivame
r, = Asin(K¢, +Q), u,=AKcos(Kt,+Q).

Upravou piedchozich vztahi obdrzime

A =-|x; +1/K*, @, =arctanKx,, A, =y,, @, =7/2.

Predchazejici vztahy ndm davaji analytické feSeni rovnice paprsku pro tento specidlni pripad. Na obr.1
je znazornén chod paprskli v Luneburgoveé Coéce v piipadé dopadu rovnobézného svazku paprskd,
vypocteny podle ziskanych vztaht.



Luneburgova Soéka
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Obr.1: Chod svazku paprskil (Luneburgova ¢ocka) a jejich pocatecni poloha

3. Numerické reSeni diferencidlni rovnice paprsku

V této Casti prace se zamétime na popis a analyzu vybranych jednokrokovych numerickych metod pro
feSeni rovnice paprsku v izotropnim prostiedi. Jednotlivé metody jsou ilustrovany na uvedeném
prikladu prostorového rozlozeni indexu lomu optického prostiedi, ktery byl analyticky vyfeSen
v predchozi ¢asti. Jsou zde analyzovany pouze jednokrokové numerické metody (metoda Taylorova
rozvoje a Ruge-Kuttovy metody) pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic ve vektorovém tvaru.

3.1. Metoda Taylorova rozvoje pro i‘eSeni rovnice paprsku

Prvni metoda [6-10] spociva v tom, ze se hleda feSeni diferencialni rovnice (7) ve tvaru Taylorovy
rady, 1.
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Pro smérovy vektor paprsku u a jeho derivace Ize odvodit v nasem piipad¢ nasledujici vztahy:
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Omezime-li se v Taylorové rozvoji na Cleny do Ctvrtého fadu, potom numerické feSeni rovnice
paprsku ma nasledujici tvar

r,, =r +uiAt+;KiAt2 +éLiAt3 +éMiAt4 ,

1 1
u,, =u, + KA +5LiAt2 + gMiAf3-

Cim pfesnéj$i metodu bychom vyZzadovali, tim bychom museli ziskavat vy$§i stupné derivaci
polohového vektoru podle parametru 7. Postup by byl analogicky. Pro nejjednodussi piipad Taylorova
rozvoje, tzv. Eulerova metoda, dostdvame numerické feseni ve tvaru

r,, =5 +wAf, u,, =u; + KAz, K, =nVn,.

Pti numerickém vypoctu je nutno urcit hodnoty funkce indexu lomu, jejiho gradientu a vysSich
prostorovych derivaci. Pfesnost popsanych numerickych metod zavisi na volbé kroku zmény
parametru Af. Cim mensi zvolime tuto hodnotu, tim vy$§i piesnosti vypoétu dosahneme, oviem za
cenu delsi vypocetni doby. Nevyhody metod Taylorova rozvoje spocivaji predevS§im v tom, Ze pro
jejich aplikaci musime umét vypocitat hodnoty pfislusnych derivaci, coz mize byt v mnoha
praktickych piipadech vysoce vypocetné narocné.

3.2. Runge-Kuttovy metody pro FeSeni rovnice paprsku

Nyni si popiSeme odlisny typ numerickych metod pro feSeni diferencidlni rovnice paprsku, které
ovsem vychazeji z podobné myslenky jako metoda Taylorova rozvoje. Tyto metody se nazyvaji
Runge-Kuttovy metody a vpraxi jsou mezi jednokrokovymi metodami feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic ¢asto vyuzivany [6-10]. Pro nas pripad vektorové diferencialni rovnice druhého
fadu mohou byt zvoleny v zasadé dva pfistupy. Prvni ptipad spociva v feSeni soustavy dvou
obycejnych rovnic prvniho tadu aplikaci klasickych Runge-Kuttovych metod, resp. modifikaci téchto
algoritmti na vektorovy pfipad a odvozeni specialnich metod pfimo pro diferencidlni rovnici druhého
fadu.

Z teorie obycejnych diferencialnich rovnic [5-10] je zndmo, Ze kazdou vektorovou diferencialni
druhého tadu 1ze vhodnou substituci pievést na dvé vektorové diferencialni rovnice 1.fadu:

) g

dt dr
Reseni uvedené soustavy diferencialnich rovnic Ize poté hledat nékterou ze zndamych numerickych
metod pro obycejné diferencialni rovnice. PouZijeme-li klasické Runge-Kuttovy vztahy [6-11] a
provedeme numerické feSeni stejnym zplsobem pro ob¢ rovnice prvniho tadu, pouze koeficienty
v téchto vztazich se zméni na vektory vzhledem k vektorovému feSené diferencialni rovnice.
Numerické feSeni s vyuzitim klasické Runge-Kuttovy metody 4. fadu bude vypadat nasledovné:

k,=u, m, =g(r,),
k,=(u,+At-m,/2), m, =g(r, +Ar-k,/2),
k;=(u,+Aft-m,/2), m, =g(r, +At-k,/2),
k,=(r,+At-m;), m, = g(r, +Ar-k;),

n

At
u, =u, +z(m1 +2m, +2m; +m,),

r,, =r, +%(k1 +2k, +2k; +k,).



Obdobnym zplisobem lze postupovat dale u metod jiného tfadu. Tj. lze pouzit odvozené algoritmy
metod typu Runge-Kutta a prevést je do vektorového tvaru. Nicméné pii praktickych vypoctech se
ukazuje, Ze dal$i zvySovani fadu u metod vyssich fadl jiz neni tak efektivni, jak je tomu u algoritmil
nizSich fada (pfi mirném zvySeni presnosti vypoctu dochéazi ke znacnému zvySovani vypocetni
narocnosti). Uvedené Runge-Kuttovy algoritmy pro soustavu dvou rovnic lze jesté piepsat pro primé
pouziti pro feSeni diferencialni rovnice druhého fadu. Tim mulzeme déale optimalizovat vypocetni
algoritmus. Naptiklad pro klasickou metodu Runge-Kutta 4. fadu tak ziskdme

k, =g(r,),

k, =g(r, +At-u,/2),

k, =g(r, +At-u, /2+At’ -k, /4),
k, =g(r, +At-u, +At’ -k, /2),

u, =u, +A6t(k1 +2k, +2k; +k,),

At?
r,,=r,+At-u, +?(k1 +k, +k;).

Obdobné bychom mohli ziskat vztahy pro jiné fady Runge-Kuttovych metod. Jinym zptisobem ziskani
algoritmli pro pfimé pouziti na feSeni vektorové diferencialni rovnice druhého fadu mize byt vyuziti
specialnich metod typu Runge-Kutta [11]. Napiiklad pro metodu 4. fadu dostavame

kl :g(rn)’

k, =g(r, +At-u, /2+At” -k, /8),
k,=g(r, +At-u,/2+Ar -k, /8),
k, =g(r, +At-u, +At’ -k, /2),

u, =u, +A6t(k1 +2k, +2k; +k,),

Ar?
r.,,=r +At-u, +?(k1 +k, +k;).

Je samoziejm¢ mozné odvodit velké mnozstvi vypocetnich algoritmi metod Runge-Kutta riizné¢ho
fadu. Pro analyzu v této praci byly odvozeny a pouzity Runge-Kuttovy metody druhého az patého
fadu, které jsou pii praktickych vypoctech nejCastéji uzivany.

4. Analyza numerickych metod pro ieSeni rovnice paprsku

Pfesnost popsanych numerickych metod zavisi na volbé kroku zmény parametru A7. Cim mensi
zvolime tuto hodnotu, tim vyssi pfesnosti vypoctu dosahneme, ovS§em za cenu del$i vypocetni doby.

Uved'me si zde vysledky analyzy pro piipad nehomogenniho izotropniho prostiedi, ktery jsme zminili
v predchozi casti této prace. Metody byly porovnavany na zakladé dosazené maximalni absolutni
hodnoty chyby E a velikosti iteraéniho kroku A¢. Hodnota chyby je pocitana jako rozdil pfesného
(analytického) a pfiblizného feSeni. Pribeh zavislosti absolutni hodnoty chyby pii velikosti kroku
At =0.1 pro porovnavané metody Runge-Kutta 2. -5. fadu (oznaeny RK2-RKS5), Eulerovy metody
(oznacena EUL) a metody Taylorova rozvoje 3. stupné (T3) je zobrazen na obr. 2 - 7.
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Obr. 4: Hodnota chyb v Runge-Kuttoveé metodé 3. fadu
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Obr. 7: Hodnota chyb ve sméru souradnych os v metodé Taylorova rozvoje 3. stupné




Velikost maximalni absolutni hodnoty chyby E v zavislosti na velikosti integraéniho kroku At je pro
jednotlivé uvazované metody ukazana v tabulce 1. Dale bylo provedeno srovnani jednotlivych
numerickych algoritmi podle ¢asové narocnosti vypoctu na stejny pocet krok N. Relativni ¢asovou
naro¢nost metod v procentech je uvedena v tabulce 2, pti¢emz Eulerova metoda je brana jako zaklad

(100%).

Tab.1: Maximalni absolutni hodnota chyby numerickych metod

Numerické metody
krok At RK2 RK3 RK4 RK5 EUL T3
0.01 2.3e-005 6.6e-008 8.7e-011 2.2e-013 7.8e-003 7.7e-005
0.02 9.1e-005 5.2e-007 1.4e-009 7.0e-012 1.5e-002 1.7e-004
0.03 2.1e-004 1.8e-006 7.0e-009 5.3e-011 2.2e-002 3.0e-004
0.05 5.8e-004 8.3e-006 5.4e-008 6.9¢-010 3.8e-002 6.2¢-004
0.07 1.1e-003 2.3e-005 2.0e-007 3.7e-009 5.3e-002 1.0e-003
0.10 2.3e-003 6.5¢-005 8.3e-007 2.2e-008 7.1e-002 1.8e-003
0.15 5.4e-003 2.3e-004 4.1e-006 1.7e-007 1.1e-001 3.6e-003
0.20 9.2¢-003 5.0e-004 1.3e-005 6.5e-007 1.2e-001 5.9¢-003
Tab.2: Relativni ¢asova naro¢nost metod (%)
Numerické metody
RK2 RK3 RK4 RKS5 EUL T3
127 155 182 226 100 242
5. Zavér

V prispévku byl struéné nastinén teoreticky popis analyzy prichodu paprskii nehomogennim
izotropnim optickym prosttedim. V praci byly zvoleny odlisné typy numerickych metod pro feSeni
diferencialni rovnice paprsku a tyto metody jsou vyuzity pro feSeni této rovnice na zvoleném piipadu
optického prostiedi (sféricka ¢ocka z gradientniho optického materialu). Vysledky numerickych metod
byly vzajemné porovnany a byla provedena vizualizace prichodu paprsku zvolenym prostiedim s
vyuzitim vypocetniho prosttedi MATLAB.
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