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Abstrakt

Tento článek se zabývá problematikou nelineárńıch systémů, s nimiž se setkává-

me denodenně, a z nichž mnohé považujeme pro zjednodušeńı za lineárńı. Ćılem

článku je upozornit na chyby vzniklé při nelineárńım zpracováńı signálu, které

nejsou na prvńı pohled zřetelné a jež jsou velmi často zanedbávány, či v horš́ım

př́ıpadě úplně opomı́jeny. V článku jsou ukázány některé d̊usledky zanedbáńı

nelinearit at’ už z pohledu zpracováńı signálu a tvorby efekt̊u v digitálńı doméně

– v prostřed́ı Matlab, nebo při měřeńı zař́ızeńı jakými mohou být zesilovač, re-

produktor apod. Článek je zaměřen na tři části: chyby při měřeńı soustav s ne-

linearitami, jež považujeme za lineárńı; chyby při měřeńı nelineárńıho zkresleńı

a chyby při samotném zpracováńı či tvorbě efekt̊u. Ve všech př́ıpadech mohou

být bud’ naměřeny chybné výsledky, nebo může doj́ıt k nesprávnému zpracováńı

signálu. Všechny tyto negativńı d̊usledky pak mohou z hlediska vńımáńı signálu

p̊usobit rušivě.

1 Úvod

V př́ırodě, ve fyzice a samozřejmě i v akustice existuje mnoho nelineárńıch systémů, na něž se pro
zjednodušeńı pokouš́ıme d́ıvat jako na lineárńı, nicméně ve skutečnosti lineárńımi nejsou. Např.
zesilovač, či reproduktor je obecně považován za lineárńı, nicméně ve své podstatě je každý
zesilovač i reproduktor nelineárńım prvkem. Většinou se v oblasti ńızkých amplitud chovaj́ı
téměř lineárně, nicméně s r̊ustem amplitudy bud́ıćıch signál̊u jejich nelinearita roste. Takovéto
systémy pak bývaj́ı občas nazývány jako systém s nelinearitami. V následuj́ıćıch kapitolách se
pokuśıme objasnit některé základńı vlastnosti takovýchto systémů a pokuśıme doporučit jak
předej́ıt základńım chybám, jichž se můžeme at’ už během měřeńı, zpracováńı, či modelováńı
dopustit.

2 Nelineárńı systém

Z matematického hlediska lze nelineárńı systém definovat jako systém, pro který neplat́ı princip
superpozice. Jinými slovy, pokud vstupńı signál x1(t) zp̊usob́ı odezvou y1(t) a jiný vstupńı
signál x2(t) zp̊usob́ı jinou odezvou y2(t), potom odezva na součet vstupńıch signál̊u x1(t) a x2(t)
nemuśı být rovna součtu odezev y1(t) a y2(t). Daľśım d̊usledkem je pak to, že je-li odezva na
signál x1(t) rovna y1(t), nemuśı být odezva na signál nx1(t) rovna ny1(t) ale jinému signálu
yn(t), který nemuśı mı́t ani co do tvaru, ani co do spektrálńıho složeńı žádné podobnosti se
signálem y1(t). S touto vlastnost́ı (nelinearitou) se často setkáváme ve zvukové technice, kdy
tzv. přebud́ıme audio systém.

3 Přenosová funkce a jej́ı definice v nelineárńıch systémech

Přenosová funkce jako taková je striktně definována pouze pro lineárńı systémy a v nelineárńıch
systémech ztráćı pro svou nejednoznačnost význam. Proto přenosová funkce celého nelineárńıho
systému neńı definována. Zde je třeba zd̊uraznit slov́ıčko ”celého”, nebot’ mnoho teoríı o ne-
lineárńıch systémech - at’ už Volterrova teorie [3], teorie MISO [4, 5], nebo metoda měřeńı
s přelad’ovanými siny [6] použ́ıvá pojmu přenosová funkce pouze pro část celého nelineárńıho
systému a v takovém př́ıpadě je výraz správně použit, nebot’ je v kontextu s lineárńı část́ı.



Nicméně v praxi se setkáváme s t́ım, že je např́ıklad k zesilovači udáván v katalogovém listu
činitel harmonického zkresleńı, který se pokouš́ı jedńım č́ıslem charakterizovat nelineárńı zkres-
leńı. Z tohoto pohledu je tedy na zesilovač pohĺıženo jako na zař́ızeńı zp̊usobuj́ıćı nelineárńı
zkresleńı, tedy zař́ızeńı s nelinearitami. Zároveň je však ve stejném katalogovém listu uvedena
i přenosová funkce celého zesilovače, což je z hlediska teorie o nelineárńıch systémech velmi
zaváděj́ıćı.

Je třeba si uvědomit, že se změnou vstupńı amplitudy signálu se měńı nejen činitel nelineárńıho
zkresleńı, ale i samotná přenosová funkce. V oblastech ńızkých amplitud, kde se očekává lineár-
nost má přenosová funkce sv̊uj význam, nicméně v oblasti, kde už nelineárńı zkresleńı značně
nar̊ustá, se při změně úrovně vstupńıho signálu jednak změńı frekvenčńı charakteristika a jednak
též záviśı na tom, jakým zp̊usobem byla tato frekvenčńı charakteristika źıskána. Výsledkem pak
může být bud’ přenos prvńı harmonické - v tom lepš́ım př́ıpadě, nebo frekvenčńı charakteris-
tika, jej́ıž hodnoty jsou zat́ıženy značnou chybou, kde tato chyba roste s harmonickým zkres-
leńım. Takovýto př́ıklad výsledk̊u źıskaných měřeńım systému v nelineárńım režimu je ukázán na
obrázku 1. Zde je patrné, že pro r̊uzné úrovně buzeńı systému (šlo o audio-zesilovač) źıskáváme
r̊uzné přenosové charakteristiky. Následuj́ıćı výčet metod pro měřeńı přenosové charakteristiky
ukazuje, jakých výsledk̊u se dopátráme, budeme-li měřit systém vykazuj́ıćı nelineárńı zkresleńı.
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Obrázek 1: Přenosové charakteristiky zesilovače měřené při r̊uzných úrovńıch ześıleńı v ne-
lineárńım režimu.

Metoda založená na harmonických signálech

Tato metoda je založena na ručńım přelad’ováńı jedné harmonické v žádaném kmitočtovém
rozsahu. Je třeba pouze generátor harmonického signálu, jenž je použit jako bud́ıćı signál a
stř́ıdavý voltmetr, jenž na výstupu soustavy měř́ı efektivńı hodnotu. Ten kdo měřeńı provád́ı, pak
přelad’uje ručně generátor po určitých kroćıch a hodnoty na výstupu, tedy z voltmetru, zapisuje.
V takovém př́ıpadě existuj́ı dvě možnosti. V tom horš́ım př́ıpadě je použito pouze vybaveńı (obr.
2a), jež bylo popsáno, a výsledky v nelineárńım režimu jsou takřka nepoužitelné. V tom lepš́ım
př́ıpadě je před voltmetrem umı́stěn filtr, či banka filtr̊u (obr. 2b), jenž je spojena s generátorem
a plynule přelad’uje kmitočet úzkopásmové propusti v závislosti na kmitočtu vstupńıho signálu,
č́ımž filtruje pouze prvńı harmonickou. Výsledkem je pak pochopitelně přenos prvńı harmonické.
Nutno však podotknout, že takovéto metody jsou sṕı̌se použ́ıvány pouze pro výukové účely, kde
je kladen d̊uraz sṕı̌se na pochopeńı problematiky měřeńı soustav, jež jsou považovány za lineárńı
a v reálných měřeńıch se již nepouž́ıvaj́ı.



Metoda založená na přelad’ovaných sinech

Tato metoda se začala v́ıce použ́ıvat teprve v posledńıch letech a jej́ı adaptace přinášej́ı mnoho
úspěch̊u v analýze jak lineárńıch tak nelineárńıch systémů [6, 7, 8]. Opět se zde můžeme setkat
se dvěma modifikacemi. V obou př́ıpadech je bud́ıćım signálem signál, jehož frekvence se ne-
ustále zvyšuje a to bud’ lineárně, nebo logaritmicky. V tom prvńım př́ıpadě se pak frekvenčńı
charakteristika odečte z obálky výstupńıho signálu, což může být v př́ıpadě nelineárńıho signálu
opět zaváděj́ıćı a zp̊usobovat chyby. Výsledky zobrazené na obrázku 1, byly źıskány právě touto
metodou. V tom druhém př́ıpadě se použ́ıvá tzv. inverzńı filtrace, výstupńı signál je nejprve
podroben konvoluci s inversńım filtrem a výsledkem jsou odseparované impulsńı odezvy od-
pov́ıdaj́ıćı přenos̊um jednotlivých harmonických složek. Odezva prvńı harmonické je pak použita
na výpočet frekvenčńı charakteristiky. V tomto př́ıpadě je tedy źıskán přenos prvńı harmonické.

G NL V

(a) obyčejná metoda

G NL filtr V

(b) metoda s filtrem svázaným s generátorem

Obrázek 2: Blokové schéma měřeńı přenosových charakteristik, G - generátor, NL - nelineárńı
systém, V - voltmetr

MLS (Maximum length sequences) metoda

Tato metoda se stala velmi obĺıbenou na konci minulého stolet́ı, nicméně v dnešńı době je již
vytlačována právě zmı́něnou metodou použ́ıvaj́ıćı přelad’ované siny. Vstupńım signálem této
metody je pseudonáhodná posloupnost, jež má takové vlastnosti, že se ze statistického hlediska
chová jako b́ılý šum. Po cyklické korelaci s výstupńım signálem źıskáváme př́ımo impulsovou
odezvu a z ńı pak již snadno źıskáme přenosovou funkci. Problém opět nastane v př́ıpadě, kdy je
analyzován nelineárńı systém. Proces korelace rozmělńı nelineárńı složky do impulsové odezvy
jako mnohačetné vrcholy, které ani z impulzové odezvy, ani z následné frekvenčńı charakteristiky
zat́ım neńı možno odstranit. Tedy opět źıskáváme frekvenčńı charakteristiku zat́ıženou chybou.

Na daľśı problémy, které znesnadňuj́ı použit́ı této metody jsme upozornili článkem [1].

4 Chyby při měřeńı nelinearit

Pokud při měřeńı nelinearit použijeme některou z metod, která vyžaduje č́ıslicové zpracováńı
signálu, což je př́ıpad druhých dvou výše zmı́něných metod, muśıme si uvědomit, že i toto
měřeńı má své specifika. Signál je č́ıslicově generován v poč́ıtači (např. pomoćı Matlabu),
převeden na analogový signál pomoćı zvukové karty (D/A převodńıku), dále procháźı měřeným
systémem, zvukovou kartou (A/D převodńıkem) je zpět převeden na č́ıslicový signál který je pak
č́ıslicově vyhodnocován. V prostřed́ı Matlab lze č́ıslicově generovaný signál uložit ve formátu



.wav př́ıkazem wavwrite, tento přehrát na zvukové kartě, a po pr̊uchodu měřenou soustavou ho
exterńım software opět uložit ve formátu .wav a nač́ıst jej do Matlabu př́ıkazem wavread. Dále
se nab́ıźı možnost využ́ıt pro generováńı i př́ıjem signálu Data Acquisition Toolbox, který ovšem
nepodporuje vysoké vzorkovaćı kmitočty a kvantovaćı hloubky, podobně jako př́ıkazy wavplay a
wavrecord. Je zřejmé, že hlavńı problém spoč́ıvá v převodu z digitálńıho signálu na analogový
a zpět. Při měřeńı metodou MLS nav́ıc docháźı i k problémům při nesynchronosti vzorkovaćıho
kmitočtu A/D a D/A převodńıku, jak bylo ukázáno v [1].

Při měřeńı s harmonickým signálem je nutné si naopak uvědomit, že spektrum kvantovaného
harmonického signálu neobsahuje pouze základńı harmonickou složku, ale i intermodulačńı pro-
dukty, jako jsou součtové a rozd́ılové násobky vstupńıch kmitočt̊u, viz např. [2]. Velikost těchto
produkt̊u je úměrná velikosti kvantovaćıho kroku, tedy nepř́ımo úměrná 2N , kde N je použitý
počet bit̊u. Je nutné upozornit, že jde o skutečně využitý počet bit̊u, tedy při plném rozkmitu
signálu. Ke vzniku těchto produkt̊u docháźı při generováńı č́ıslicového signálu s odpov́ıdaj́ıćı
bitovou hloubkou i při A/D převodu výstupńıho signálu ze soustavy. Pro ilustraci viz obrázek
3, který uvád́ı př́ıklad spektra signálu o jedné kmitočtové složce po kvantizaci (červeně) a po
pr̊uchodu analagovým obvodem a A/D převodu (modře). Z uvedeného plyne, že měřené zkresleńı
pocháźı nejen z měřené soustavy, ale pod́ıĺı se na něm i D/A a A/D převod. Pro minimalizaci
tohoto zkresleńı je nutné použ́ıvat zvukové karty s co největš́ım počtem bit̊u (a celé zpracováńı
muśı prob́ıhat s velkou bitovou hloubkou) a oba převodńıky zvukové karty muśı být maximálně
vybuzené.
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Obrázek 3: Spektrum č́ıslicového signálu (16 bit) o jedné harmonické složce, červeně č́ıslicově
generovaný signál, modře tento signál po pr̊uchodu analogovým obvodem a A/D převodu.

5 Aliazing při nelineárńım zpracováńı

Zpracováváme-li signály v digitálńı podobě a pracujeme-li s nimi, muśıme v prvńı řadě zamezit
tzv. aliazingu, jenž úzce souviśı s pojmy digitalizace a vzorkovaćı frekvence. Chceme-li nějaký
analogový signál převést na digitálńı, je třeba jej lehce upravit, aby nedošlo k právě zmı́něnému
efektu. Frekvenčńı složky vyšš́ı než polovina vzorkovaćıho kmitočtu muśı být před samotným
procesem vzorkováńı ze signálu odstraněny, neboli odfiltrovány. Nebyly-li by odstraněny, mohlo
by doj́ıt k nepř́ıjemnému zrcadleńı složek vyšš́ıch než je polovina vzorkovaćıho kmitočtu do
pásma pod polovinou vzorkovaćı frekvence. Tento jev je v č́ıslicovém zpracováńı považován za
základńı znalost a při následuj́ıćım lineárńım zpracováńı už na něj neńı třeba pomýšlet. Nicméně
máme-li už signál správně digitalizovaný a aplikujeme-li na něj nelineárńı operace, může opět
doj́ıt k jevu zvanému aliazing. Artefakty zp̊usobené t́ımto jevem se přitom už následnou filtraćı



odstranit nedaj́ı. Jediné známe řešeńı problému je tak pracovat s dostatečně vysokým vzorko-
vaćım kmitočtem, a s nelinearitami jejichž řád je dostatečně malý. Provád́ıme-li pak operaci
typu tvrdý limiter – tzv. saturace, dojde k aliazingu v každém př́ıpadě, nebot’ má tato nelineárńı
funkce nekonečný rozvoj, tedy jej́ı řád neńı limitován.

Proč k aliazingu při nelineárńım zpracováńı docháźı, se pokuśıme objasnit na následuj́ıćım
př́ıkladu doplněném séríı graf̊u źıskaných v prosťred́ı Matlab. Ty porovnávaj́ı aplikaci nelineárńı
funkce na harmonický signál v analogové doméně, kde se s jevem aliazing nesetkáme a v digitálńı
doméně, kde naopak ano.

Vstupńım signálem pro obě ukázky je harmonický signál o frekvenci 2500 Hz. Vzorkovaćı
kmitočet pro digitalizaci je 8000 Hz, tedy vstupńı signál lež́ı v tomto př́ıpadě pod polovinou
vzorkovaćıho kmitočtu, nicméně nad jeho čtvrtinou. Pro lepš́ı názornost bude frekvenčńı osa
vynášena v radiánech, tak jak se občas vynáš́ı v digitálńım zpracováńı, aby byl patrněǰśı vztah
mezi vzorkovaćım kmitočtem. V takovém př́ıpadě pak π odpov́ıdá jeho polovině a tud́ıž 2π je
právě rovno vzorkovaćımu kmitočtu. Na obrázku 4 je tedy vynesena posloupnost celého zpra-
cováńı, vlevo digitálńı a vpravo analogové.

Na obrázćıch 4a a 4b jsou vyneseny spektra vstupńıch signál̊u (v tomto př́ıpadě jsou oba totožné,
nebot’ jak pro analogovou, tak pro digitálńı ukázku použ́ıváme tentýž signál). Na obrázćıch 4c
a 4d jsou pak tyto grafy rozš́ı̌reny na oblast až do dvojnásobku vzorkovaćıho kmitočtu, aby byl
patrný rozd́ıl mezi spektrem digitálńıho (4c) a analogového (4d) signálu. Na obrázćıch 4e a 4f je
pak zobrazeno spektrum signál̊u, na něž byla aplikována nelineárńı funkce. V obou př́ıpadech šlo
o operaci mocniny dvou, tedy je-li vstupńı signál x(t) a výstupńı y(t), můžeme jejich vzájemný
vztah zapsat jako y(t) = x2(t). Aplikujeme-li takovouto nelineárńı operaci na harmonický signál,
měla by být výsledkem stejnosměrná složka a druhý harmonická, obě s polovičńı amplitudou.
Je třeba si však uvědomit, že spektrum signálu je chápáno jako komplexńı a tud́ıž je druhá har-
monická rozdělena na svou kladnou a zápornou frekvenčńı část a proto má při vyneseńı pouze
kladné frekvenčńı osy velikost o polovinu nižš́ı. Ze stejného d̊uvodu je i vstupńı harmonický
signál zobrazen pouze s polovičńı amplitudou. Na obrázku 4f je patrné, že druhá harmonická
se nám dostala nad π tedy nad polovinu vzorkovaćıho kmitočtu. V analogové doméně se po-
chopitelně neděje nic, ovšem v digitálńı (obr. 4e) dojde k zrcadleńı tohoto kmitočtu zpět kolem
π a výsledkem je harmonická složka mezi π/2 a π, která vznikla pouze jako produkt aliazingu
a je tedy nežádoućı. Posledńı dva obrázky 4g a 4h pak znázorňuj́ı oblast do π pomoćı zelené
čerchované charakteristiky znázorňuj́ıćı filtr, jenž vyb́ırá skutečný signál. Je zde patrné, že se tyto
dvě spektra obou signály lǐśı, a s nežádoućı aliazingovou složkou v digitálńı doméně (obr 4g) už
nic neuděláme. V analogové doméně by nám při př́ıpadné digitalizaci naznačeným čerchovaným
filtrem došlo sice k odfiltrováńı složky vyšš́ı než π, nicméně je to lepš́ı situace, než když jsou
ve výsledku obsaženy jiné složky, než které jsme očekávali a které do výsledku patř́ı. V př́ıpadě
komplexněǰśıho signálu ani nemuśıme podle spektra poznat, zda k aliazingu v̊ubec došlo, natož
které složky jsou žádoućı a které ne.

Jak již bylo zmı́něno výše, s aliazingem při digitálńım zpracováńı těžko něco dělat. Problém lze
pouze sńıžit volbou vysokého vzorkovaćıho kmitočtu. Úplného odstraněńı bychom dosáhli pouze
použit́ım takových nelineárńıch funkćı, jejichž řád by byl s ohledem na maximálńı kmitočet
volen tak, aby nedocházelo k aliazingu. Již zmı́něný tvrdý limiter by musel být aproximován
funkćı s takovým rozvojem, aby maximálńı kmitočet po aplikaci nelineárńı funkce nebyl vyšš́ı
než polovina kmitočtu vzorkovaćıho. V mnoha aplikaćıch by takové řešeńı vedlo pouze ke kom-
plikaćım, ale je dobré si uvědomit, že veškeré nelineárńı efekty aplikované v dnešńım digitálńım
světě mohou vést k jiným výsledk̊um, než očekáváme. Důvodem pak může být právě popsaný
aliazing zp̊usobený nelineárńım zpracováńım.



6 Závěr

Tento článek shrnuje možné systematické chyby, se kterými se lze setkat při práci s nelineárńımi
systémemy. Je nutné vźıt do úvahy, že mnoho systémů, ke kterým se přistupuje jako k lineárńım,
jsou ve své podstatě nelineárńı. V př́ıpadě nelineárńıho systému neńı definována přenosová
funkce systému jako celku, proto je vždy třeba uvažovat, čemu naměřená charakteristika od-
pov́ıdá a vyvarovat se výše popsaných chyb zejména vhodnou volbou měřićı metody.

Pokud, jak je v dnešńı době časté, pro generováńı měřićıho signálu i zpracováńı signálu namě-
řeného využ́ıváme č́ıslicového zpracováńı, muśıme si uvědomit, že přecháźıme z diskrétńı do
analogové domény a zpět, a že t́ım do měřené soustavy zařazujeme daľśı nelineárńı prvky. Toto
je významné zejména při měřeńı pomoćı harmonického signálu, kdy docháźı ke vzniku intermo-
dulačńıch produkt̊u. Proto je nutné pracovat s dostatečným bitovým rozlǐseńım.

Posledńı problematikou, kterou je nutné nepřehĺıžet při práci s nelineárńım systémem, je proble-
matika aliazingu. Pokud procháźı signál nelineárńım systémem (a t́ım je i samotné kvantováńı),
dojde ke vzniku vyšš́ıch kmitočtových složek, a tud́ıž může doj́ıt k aliazingu. Taktéž samotné
nelineárńı zpracováńı v digitálńı doméně (např. kompresor dynamiky, limitér apod.) může do
signálu vnést nežádoućı složky d̊usledkem aliazingu. Pokud dojde k výše popsanému aliazingu
uvnitř zpracováńı diskrétńıho signálu, neńı možné na obecné úrovni tento jev odstranit. Pro
zmı́rněńı těchto jev̊u je nutné pracovat s dostatečně vysokým vzorkovaćım kmitočtem, nebo pro
úplné potlačeńı použ́ıvat nelineárńı modely s omezeným stupněm nelinearity.

Závěrem lze tedy ř́ıci, že č́ıslicové zpracováńı signálu přináš́ı sice mnoho výhod, ale při jeho
využit́ı pro měřićı účely je nutné pro minimalizaci výše specifikovaných chyb pracovat s velkou
bitovou hloubkou a vysokým vzorkovaćım kmitočtem. Pracujeme-li pak s nelineárńımi systémy
v digitálńı doméně (digitálńı efekty apod.) je třeba pracovat obezřetně a vyvarovat se chyb
pocházej́ıćıch z podstaty nelineárńıho zpracováńı signál̊u.

7 Poděkováńı

Popisovaný výzkum je podporován grantem GAČR 102/05/2054 – Kvalitativńı aspekty zpra-
cováńı audiovizuálńı informace v multimediálńıch systémech.
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Obrázek 4: Spektrum signál̊u při nelineárńım zpracováńı signálu, vstupńı signál o frekvenci
f = 2500 Hz, nelineárńı funkce y(t) = x2(t), digitálńı zpracováńı vlevo, analogové vpravo


