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P e t r B y c z a n s k i

Ú s t a v g e o n i k y A V Č R

Abstrakt : Loká ln ı́ max imum di fe rencovate ln é funkce je h led áno postupnou změ-

nou argumentu . V oko l ı́ ka žd ého postupov ého bodu je funk čn ı́ p r ůb ěh aprox imován

pouze něko l i ka č leny Tay lo rova rozvo je . Změna argumentu ur čen á na z ák lad ě apro-

x imat ivn ı́ho pr ůb ěhu je pr imá rn ě omezena zachován ı́m j is t ého s tupně p la tnos t i apro-

x imace ! Toto je j ád rem prezentovaného a lgor i tmu . Ve l ikos t ob las t i pou ž i te lnos t i

aprox imace je ur čov ána jed in ým ř ı́d ic ı́m paramet rem .

Ve lmi jednoduch ý a lgor i tmus »postup06« je ur čen pro na lezen ı́ a rgumentu lo -

k á ln ı́ho max ima funkce F , kdy ž p la t ı́

(A) F : D ⊂ E n → E 1 má spo j i t é p rvn ı́ parc i á ln ı́ der ivace

(B) je zadán v ýchoz ı́ bod X , o n ěmž je p ředpok l ád áno , že se z ně j d á spo j i tou

změnou dosáhnout lok á ln ı́ho max ima .

Pr inc ip i á ln ı́ my š lenkov é ře šen ı́ je : Za č ı́n áme v zadaném bodě . Prov ád ı́me

myš len é in f in i tez imá ln ı́ změny úmě rn é g rad ien tu funkce . Pohybu jeme se t ı́m po teo-

re t i ck é k ř i vce smě řu j ı́c ı́ do lok á ln ı́ho max ima resp. do bodu vzr ůs tu funk čn ı́ch hod-

not nade v šechny meze . Tento c ı́lov ý bod nemus ı́me dosáhnout , kdy ž se zas tav ı́me

ve stac ion á rn ı́m bodě nebo naraz ı́me na hran ic i de f in i čn ı́ho oboru .

P ředk l ádan ý a lgor i tmus je d isk r é tn ı́ ana log i ı́ uvedeného myš lenkov ého postu-

pu . V oko l ı́ ka žd ého postupov ého bodu nahrad ı́me p řesn ý pr ůb ěh funkce F pouze

prvn ı́mi dv ěma č leny Tay lo rova rozvo je . L ine á rn ı́ aprox imačn ı́ funkce ur ču je j i s tou

pos tupovou po lop ř ı́mku . Po n ı́ se pohybu jeme ne jv ý še do okamž iku , kdy bychom

vy je l i . .

. . z ob las t i a lespoň p ř ib l i žn é p la tnos t i aprox imace

. . z de f in i čn ı́ho oboru

D ı́ky prvn ı́ podmı́nce je podsta tn á č á s t změny zachycena v ak tu á ln ı́ aprox ima-

c i . V nás ledu j ı́c ı́m postupov ém bodě pro to ur č i t ě do jde ke zv ě t šen ı́ funk čn ı́ hodnoty

a ur č i t ě se p ř ı́l i š neodch ý l ı́me od teore t ick é pos tupov é k ř i vky vedouc ı́ z p ředchoz ı́ho

pos tupov ého bodu do c ı́lov ého bodu .

Pos loupnost pos tupov ých krok ů ukon č ı́me p ř i dosa žen ı́ t émě ř nu lov é ve l i kos t i

g rad ien tu funkce resp. p ř i smě řov án ı́ m imo def in i čn ı́ obor .

M ı́ra p la tnos t i aprox imace je zadána jed in ým ř ı́d ic ı́m paramet rem .



Použité označovánı́ : ∂ i F ozna ču je prvn ı́ parc i á ln ı́ der ivac i F pod le i. - t é s lo žky ar -

gumentu . Po vynechán ı́ indexu ozna ču je ∂ F vek tor tvo řen ý p rvn ı́m i parc i á ln ı́m i der i -

vacemi .

Přesn ý myš lenkov ý pos tup

Pro enumerac i souv is l é změny s i zavedeme č ı́se ln ý paramet r t s nu lovou hod-

notou odpov ı́da j ı́c ı́ za č á t ku . Teore t ick á pos tupov á k ř i vka x (t) sp l ňu je

x (0) = X (1a)

d
dt

x (t) = ∂ F ( x (t) ) (1b)

Rovn ice (1b) za j i š tu je "co ne j rych le j š ı́" pos tup k c ı́l i . Fak t icky n ás neza j ı́má ce l é

ř e šen ı́ , a le pouze koncov ý bod !

Skute čn ý d isk r é tn ı́ pos tup

Soustavu d i fe renc i á ln ı́ch rovn ic (1) nebudeme ře š i t p řesn ě .

Z v ýchoz ı́ho bodu X se za čneme pohybovat podé l te čn é p ř ı́mky . P ř i j i s t ém od-

k lonu od teore t ick é k ř i vky (1) prvn ı́ pos tupov ý k rok ukon č ı́me . Dost áv áme se t ı́m do

j is t ého pos tupov ého bodu , k te r ý bude obecně od l i šn ý od c ı́lov ého bodu .

V tomto novém postupov ém bodě ce lou úvahu zopaku jeme . Vede z ně j t rochu

j in á teore t ick á k ř i vka k po žadovanému c ı́l i . Opě t je pops ána soustavou (1) ,

v rovn ic i (1a) bude na prav é s t ran ě ak tu á ln ı́ pos tupov ý bod . Podé l te čn é p ř ı́mky

vedené po č á tkem opě t pos toup ı́me b l ı́že k c ı́l i .

Tento proces opaku jeme až do jeho vhodného ukon čen ı́ .

V ýchoz ı́ dan ý bod a v šechny da l š ı́ body , do n ich ž do jdeme , budeme naz ýva t

pos tupov ými body . Kdy ž vynecháme je j i ch o č ı́s lov án ı́ , op ě t s i je ozna č ı́me pomo-

c ı́ X .

Postupov ý k rok

Teore t ick ým zák ladem každ ého kroku postupu je rozvo j

F ( X + ∆ x ) = F ( X ) + ∂ F ( X )
T

× ∆ x + ..?.. (2)

Záv is los t na změn ě argumentu ∆ x budeme aprox imovat pouze prvn ı́mi dv ěma č leny

rozvo je

f + v
T

× ∆ x (3)

kde

f ≡ F ( X ) (4a)

v ≡ ∂ F ( X ) (4b)

Odpov ı́da j ı́c ı́ p ř ib l i žn á pos tupov á k ř i vka je d ána rovn icemi

∆ x ( 0 ) = nulový vektor (5a)

d
dt

∆ x ( t ) = v (5b)



Ře šen ı́m je

∆ x ( t ) = t · v (6)

Tato ak tu á ln ı́ pos tupov á po lop ř ı́mka se p ř imyk á k teore t ick é pos tupov é k ř i vce (1)

odpov ı́da j ı́c ı́ ak tu á ln ı́mu v ýchoz ı́mu postupov ému bodu t ı́m v ı́ce , č ı́m menš ı́ je ∆ x .

Pro to a lespoň č ás t pos tupu pod le (1) můžeme nahrad i t č á s t ı́ pos tupu pod le (6) .

Z ásadn ı́ o t ázkou je : Jak da leko smı́me pod le (6) postoup i t ?

Dé lka kroku postupu

Podsta tou p ředk l ádaného a lgor i tmu je zachován ı́ j i s t ého s tupně p la tnos t i

aprox imace . In tu i t i vn ě je jasn é , že pokud 2. č len v (2) podsta tn ě p řev ý š ı́ nezn ámý

3 . č len ..?.. , budeme je j moc i zanedbat . Zv ý šen ı́ aprox imačn ı́ hodnoty pak bude

automat icky znamenat tak é zv ý šen ı́ sku te čn é funk čn i hodnoty . T im se ur č i t ě p ř i -

b l ı́ž ı́me k c ı́l i .

S t ě že jn ı́ re lac i za j i š ť u j ı́c ı́ j i s t ý s tupeň p la tnos t i aprox imace mů žeme napsat ve

tvaru

| F ( X + t · v ) - f - t · v
T

× v | ≤ t · v
T

× v
µ (7)

Nalevo je abso lu tn ı́ hodnota neznámého č lenu ..?.. , v č i ta te l i napravo je zn ámý 2 .

č len rozvo je . Konstan ta µ ve jmenovate l i je os t ře v ě t š ı́ ne ž 1 . Regu lu je m ı́ru p la t -

nos t i aprox imace . Udáv á to t i ž d ı́lek aprox imačn ı́ změny funk čn ı́ hodnoty , o k te r ý se

mů že l i š i t sku te čn á změna funk čn ı́ hodnoty .

Mus ı́me na l éz t co ne jv ě t š ı́ hodnotu paramet ru t sp l ňu j ı́c ı́ho re lac i (7) . Vzh le -

dem ke kontex tu pou ž i t ı́ pos ta ču j ı́ pouze hodnoty z množ iny

{ ... , 1/8 , 1/4 , 1/2 , 1 , 2 , 4 , 8 , ... }

Nejv ě t š ı́ vyhovu j ı́c ı́ p rvek na lezneme bin á rn ı́m pů len ı́m . Za čneme buď n ě jakou " ro-

zumnou" hodnotou , nap ř . t = 1 , anebo v ýs lednou hodnotou z p ředchoz ı́ho kroku .

Pro tu to po č á te čn ı́ hodnotu ov ě ř ı́me sp ln ěn ı́ re lace (7) . V k ladném p ř ı́pad ě budeme

opakovaně zkou še t t ← t · 2 . P ř i p rvn ı́m neúsp ěchu se vr á t ı́me k p ředchoz ı́ hodnot ě .

V z áporn ém p ř ı́pad ě budeme opakovaně zkou še t t ← t ⁄ 2 . P ř i p rvn ı́m úsp ěchu jsme

hotov i .

Ově řov án ı́ re lace (7) vy žadu je v ýpo če t funk čn ı́ hodnoty v bodě X + t · v .

V tomto "pr ůzkumném" bodě se ( na rozd ı́l od pos tupov ého bodu ) nevy č ı́s lu j ı́ der i -

vace !

Na lezené t ur č ı́ da l š ı́ pos tupov ý bod

X ← X + t · v (8)

Ukončen ı́ pos tupov ých krok ů

Teore t icky je pos tup ukon čen , kdy ž je v ≡ ∂ F ( X ) nu lov é anebo kdy ž jsme se

ve lmi p ř ib l ı́ž i l i h ran ic i de f in i čn ı́ho oboru a smě řu jeme mimo ně j .

Numer icky nu lovos t grad ien tu funkce v ě t š inou nenastane ! Pro to je ž ádouc ı́

p ř ida t n ě jakou u ž iva te lskou podmı́nku ukon čen ı́ p ř i rozeně odpov ı́da j ı́c ı́ konkr é tn ı́



ř e šen é ú loze ( nap ř . do ln ı́ mez ve l ikos t i v atp . ) . Nutn é podmı́nky "s t ro jov ého"

ukon čen ı́ j sou :

. . nedo jde ke změn ě po lohy pos tupov ého bodu

( X + t · v j e numer icky shodné s X )

. . nedo jde ke vzr ůs tu funk čn ı́ hodnoty

( t · v
T

× v j e numer icky nu la )

Volba ř ı́d ic ı́ho paramet ru

Jed in ým ř ı́d ic ı́m paramet rem p ředk l ádaného a lgor i tmu je kons tan ta µ f iguru j ı́c ı́

v (7) .

Kdybychom ext r émně pou ž i l i hodnotu 1 , moh lo by se s t á t , že v jednom postu-

pov ém kroku v ůbec nedo jde ke zv ě t šen ı́ funk čn i hodnoty . Proces h led án ı́ max ima

by v ůbec nemuse l skon č i t .

P ř i pou ž i t ı́ hodnoty v ě t š ı́ ne ž 1 ur č i t ě do jde v ka žd ém kroku ke zv ě t šen ı́

funk čn ı́ hodnoty .

Jedn ı́m z h led isek pro vo lbu µ může b ý t , jak ve lk é odch ý len ı́ od teore t ick é

k ř i vky (1) p ř ipus t ı́me . Menš ı́ odchy lce odpov ı́d á v ě t š ı́ µ .

J in é mnohem prak t i č t ě j š ı́ h led isko je , sna ž i t se o co ne jmenš ı́ po če t pos tupo-

v ých krok ů . P ř ı́l i š ma l á hodnota b l ı́zk á 1 může v és t ke vzr ůs tu po č tu krok ů d ı́ky ve l -

k ému odk lonu od k ř i vky vedouc ı́ k c ı́l i . P ř ı́l i š ve lk é hodnoty vedou ke vzr ůs tu po č tu

krok ů d ı́ky čas t ě j š ı́mu p ře ru šov án ı́ pos tupu . Opt imá ln ı́ bude něco "upros t řed" . Prak-

t i ck é pokusy uk áza ly , že vhodnou je hodnota v rozmez i 1 . 5 až 2 .

Poznámky

St ě že jn ı́ my š lenka - dodr žen ı́ zachov án ı́ j i s t ého s tupně p la tnos t i aprox ima-

ce - by la j i ž ú sp ě šn ě pou ž i ta tak é v [1 ] a [2 ] .

Pou ž i t ı́ kvadra t ick é aprox imace vede ke dvěma kva l i ta t i vn ě od l i šn ým s i tua-

c ı́m : Aprox imačn ı́ funkce je buď neomezená ( jako zde) nebo omezená . V druhém

p ř ı́pad ě je vhodným kand id á tem na da l š i pos tupov ý bod po loha max ima aprox imačn ı́

funkce , samoz ře jmě pokud le ž ı́ v ob las t i p ř ib l i žn é p la tnos t i aprox imace .

Pokus s použ i t ı́m aprox imace pomoc ı́ t ř ı́ č l en ů Tay lo rovy řady by l u č in ěn za

ú če lem prozkoumán ı́ , zda l i nebude lok á ln ı́ max imum nalezeno rych le j i . Srovn án ı́

by lo provedeno na jedné konkr é tn ı́ ú loze . Na n ı́ by l "s lo ž i t ě j š ı́" a lgor i tmus as i 30x

pomale j š ı́ opro t i zde prezentovanému a lgor i tmu . H lavn ı́ p ř ı́č i nou zpomalen ı́ je as i

(opakované ) p rov ád ěn ı́ d iagona l izace symet r ick é mat ice koef ic ien t ů kvadra t ick ého

č lenu .
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