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Abstrakt : Lokalni maximum diferencovatelné funkce je hledano postupnou zmeé-
nou argumentu . V okoli kaZzdého postupového bodu je funk&éni priibéh aproximovan
pouze nékolika ¢leny Taylorova rozvoje. Zména argumentu uréena na zakladé apro-
ximativniho pribé&hu je primarné omezena zachovanim jistého stupné platnosti apro-
ximace ! Toto je jadrem prezentovaného algoritmu . Velikost oblasti pouzitelnosti
aproximace je urcovana jedinym fidicim parametrem .

Velmi jednoduchy algoritmus »postup06« je uréen pro nalezeni argumentu lo-
kalniho maxima funkce F, kdyZ plati
(A) F:DOE, - E; m& spojité prvni parcialni derivace
(B) je zadan vychozi bod X, o némz je pfedpokladano, Zze se z néj da spojitou
zménou dosahnout lokalnitho maxima .

Principialni mySlenkové feSeni je : ZaCindme v zadaném bodé . Provadime
mySlené infinitezimalni zmény imérné gradientu funkce . Pohybujeme se tim po teo-
retické kfivce smértujici do lokalniho maxima resp. do bodu vzristu funkénich hod-
not nade vSechny meze . Tento cilovy bod nemusime dosahnout, kdyz se zastavime
ve stacionarnim bodé& nebo narazime na hranici defini¢niho oboru .

Pfedkladany algoritmus je diskrétni analogii uvedeného mySlenkového postu-
pu. V okoli kazdého postupového bodu nahradime pfesny priibéh funkce F pouze
prvnimi dvéma cleny Taylorova rozvoje . Linearni aproximacni funkce urcuje jistou
postupovou polopfimku . Po ni se pohybujeme nejvySe do okamziku, kdy bychom
vyjeli ..

. z oblasti alespon pfiblizné platnosti aproximace
. z defini€éniho oboru

Diky prvni podmince je podstatna ¢ast zmény zachycena v aktualni aproxima-
Cci. V nasledujicim postupovém bodé proto urcité dojde ke zvétSeni funkéni hodnoty
a urCité se pfFilis neodchylime od teoretické postupové kfivky vedouci z pfedchoziho
postupového bodu do cilového bodu.

Posloupnost postupovych kroklli ukonéime pfi dosazeni témérf nulové velikosti
gradientu funkce resp. pfi sméfovani mimo definiéni obor .

Mira platnosti aproximace je zadana jedinym fidicim parametrem .




Pouzité oznacovani : 0,F oznacuje prvni parcialni derivaci F podle i.-té sloZky ar-
gumentu. Po vynechéani indexu oznacuje 0F vektor tvofeny prvnimi parcialnimi deri-
vacemi .

Pfesny mySlenkovy postup
Pro enumeraci souvislé zmény si zavedeme ¢iselny parametr t s nulovou hod-
notou odpovidajici zacatku . Teoreticka postupova kfivka x(t) spliiuje
x(0) = X (1a)
%x(t) OF(x(t)) (1b)

Rovnice (1b) zajiStuje "co nejrychlejsi" postup k cili. Fakticky nas nezajima celé
feSeni, ale pouze koncovy bod!

Skutecny diskrétni postup

Soustavu diferencialnich rovnic (1) nebudeme feSit pfesné .

Z vychoziho bodu X se zacneme pohybovat podél te¢né pfimky . P¥i jistém od-
klonu od teoretické kfivky (1) prvni postupovy krok ukon¢ime . Dostavame se tim do
jistého postupového bodu, ktery bude obecné odliSny od cilového bodu .

V tomto novém postupovém bodé celou Gvahu zopakujeme . Vede z néj trochu
jina teoreticka kfivka k poZzadovanému cili. Opét je popsana soustavou (1) ,

v rovnici (1a) bude na pravé strané aktualni postupovy bod. Podél te€né pfimky
vedené pocatkem opét postoupime blize k cili.

Tento proces opakujeme az do jeho vhodného ukonceni.

Vychozi dany bod a vSechny dal$i body, do nichz dojdeme , budeme nazyvat
postupovymi body . KdyZz vynechame jejich ocCislovani, opét si je ozna¢ime pomo-
ci X.

Postupovy krok
Teoretickym z4kladem kaZzdého kroku postupu je rozvoj
F(X+AX) = F(X) + 0F(X) xAx + .2. (2)

Zavislost na zméné argumentu Ax budeme aproximovat pouze prvnimi dvéma ¢leny

rozvoje
f+ v xAx (3)
kde
f = F(X) (4a)
v = dF(X) (4b)

Odpovidajici pFiblizna postupova kfivka je dana rovnicemi

Ax(0) = nulovy vektor (5a)

d _
an(t) = v (5b)



Redenim je

Ax(t) = t-v (6)
Tato aktualni postupova polopfimka se pfimyka k teoretické postupové kfivce (1)
odpovidajici aktualnimu vychozimu postupovému bodu tim vice , ¢im mensSi je AXx.
Proto alespoin ¢ast postupu podle (1) mdzZeme nahradit ¢asti postupu podle (6) .

Zasadni otazkou je : Jak daleko smime podle (6) postoupit?

Délka kroku postupu

Podstatou pfedkladaného algoritmu je zachovani jistého stupné platnosti
aproximace . Intuitivné je jasné , Ze pokud 2. ¢len v (2) podstatné& pfevySi neznamy
3. ¢len ..2., budeme jej moci zanedbat. ZvySeni aproximacni hodnoty pak bude
automaticky znamenat také zvySeni skute¢né funkéni hodnoty . Tim se urcité pfi-
blizime k cili .

Stézejni relaci zajistujici jisty stupen platnosti aproximace miZeme napsat ve
tvaru

§
[F(X +t-v) - f -tv xv]| < t"% (7)

Nalevo je absolutni hodnota neznamého ¢lenu ..?2.., v Citateli napravo je znamy 2.
¢len rozvoje . Konstanta pve jmenovateli je ostfe vétSi nez 1. Reguluje miru plat-
nosti aproximace . Udava totiz dilek aproximacni zmény funkéni hodnoty, o ktery se
mlzZe ligit skute¢na zména funkéni hodnoty .

Musime nalézt co nejvétsi hodnotu parametru t spliujiciho relaci (7) . Vzhle-
dem ke kontextu pouziti postacuji pouze hodnoty z mnoziny
{...,U8,14,12,1,2,4,8,..}
Nejvétdi vyhovujici prvek nalezneme binarnim palenim . Zaéneme bud né&jakou

ro-
zumnou" hodnotou, napf. t =1, anebo vyslednou hodnotou z pfedchoziho kroku .
Pro tuto pocatec¢ni hodnotu ovéfime splnéni relace (7) . V kladném pfipadé budeme
opakované zkouSett — t-2. Pfi prvnim nelGspéchu se vratime k pfedchozi hodnoté .
V zaporném pripadé budeme opakované zkouSett — t/2. P¥i prvnim Uspéchu jsme
hotovi .

Ovéfovani relace (7) vyzaduje vypocet funkéni hodnoty v bodé X + t-v.
V tomto "prlzkumném" bodé se ( na rozdil od postupového bodu ) nevyé&isluji deri-
vace !

Nalezené turci dalSi postupovy bod
X < X +t-v (8)

Ukonceni postupovych krok(

Teoreticky je postup ukon€en, kdyZ je v =0F(X) nulové anebo kdyz jsme se
velmi pFibliZili hranici defini€niho oboru a sméfujeme mimo néj .

Numericky nulovost gradientu funkce vétSinou nenastane ! Proto je Zadouci
pfidat néjakou uzivatelskou podminku ukonceni pfirozené odpovidajici konkrétni



feSené Gloze ( napf. dolni mez velikosti v atp. ). Nutné podminky "strojového™
ukonceni jsou :
. nedojde ke zméné polohy postupového bodu
(X + t-vje numericky shodné s X))
. nedojde ke vzristu funkéni hodnoty
( t-vTx vV je numericky nula)

Volba fidiciho parametru

Jedinym Fidicim parametrem pfedkladaného algoritmu je konstanta p figurujici
v (7).

Kdybychom extrémné pouzili hodnotu 1, mohlo by se stat, Zze v jednom postu-
povém kroku vibec nedojde ke zvétSeni funkéni hodnoty . Proces hledani maxima
by viibec nemusel skongit .

P¥i pouZiti hodnoty vétsi neZ 1 urcité dojde v kazdém kroku ke zvétSeni
funk&ni hodnoty .

Jednim z hledisek pro volbu p mlizZe byt, jak velké odchyleni od teoretické
kfivky (1) pfipustime . MenSi odchylce odpovida vétsi p.
vych krokl . PYili§ mala hodnota blizka 1 miZe vést ke vzrlstu poétu krokl diky vel-
kému odklonu od kfivky vedouci k cili. PFili§ velké hodnoty vedou ke vzrlstu poétu
krokl diky ¢astéj$imu pFferu3ovani postupu . Optimalni bude néco "uprostied". Prak-
tické pokusy ukézaly , Ze vhodnou je hodnota v rozmezi 1.5 az 2.

Poznamky

Stézejni mySlenka - dodrZeni zachovani jistého stupné platnosti aproxima-
ce - byla jiz Uspésné pouzita také v [1] a [2].

Pouziti kvadratické aproximace vede ke dvéma kvalitativné odliSnym situa-
cim : Aproximaéni funkce je bud neomezena (jako zde) nebo omezena. V druhém
pfipadé je vhodnym kandidatem na dalSi postupovy bod poloha maxima aproximacni
funkce , samozfejmeé pokud leZi v oblasti pfiblizné platnosti aproximace .

Pokus s pouZitim aproximace pomoci tfi ¢lent Taylorovy fady byl uginén za
GCelem prozkoumani, zdali nebude lokalni maximum nalezeno rychleji. Srovnani
bylo provedeno na jedné konkrétni Gloze . Na ni byl "slozitéjsi" algoritmus asi 30x
pomalejSi oproti zde prezentovanému algoritmu . Hlavni pfic¢inou zpomaleni je asi
(opakované) provadéni diagonalizace symetrické matice koeficientdl kvadratického
Clenu .
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