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Abstrakt

V prispévku je popsano feSeni neustalené nepiimé tilohy vedeni tepla pomoci
stochastické simulaéni metody Exodus. Jsou definovany pravdépodobnosti pre-
chodu, vyskytu, absorpce a odrazu. Urceni pravdépodobnosti pirechodu je vy-
svétleno na dloze vedeni tepla. Ddle je ukazan vypocet teplot pri pfimé i neprimé
uloze. Metoda je aplikovana na piikladu urceni povrchovych teplot a tepelnych
tokit béhem HVOF nastiiku povlaka.

1 Uvod

Neprima uloha spociva v nalezeni takovych podminek jednoznac¢nosti, aby v urcitych zadanych
mistech uvniti oblasti byl dodrzen zadany prubéh teploty nebo jiné teplotni charakteristiky.
Cilem neptimé tlohy vedeni tepla byva obvykle urcéeni prubéhu povrchovych teplot a povr-
chovych tepelnych tokl ze znamych priubéhu teplot zmérenych uvniti vzorku. Efektivni metody
feSeni nepiimych tloh maji za nasledek znatné zjednoduseni experimentt a zvyseni jejich presno-
sti a spolehlivosti. Dulezitost téchto vypoctl roste s rozvojem novych technologii, vyuzivajicich
intenzivnich zdroju tepla, jako jsou lasery [4], plazmové technologie [2], atd. Obecnym rysem
téchto technologii je, ze povrchové teploty jsou Spatné méfitelné jak kontaktnimi, tak i bezkon-
taktnimi metodami.

2 Teorie

Stochastickd metoda Exodus [1] je modifikaci metody Monte Carlo. Vychézi z popisu tepelného ¢i
jiného fyzikéalniho pole diskrétnimi Markovovymi fetézci. Tepelny problém lze chapat jako spojity
stochasticky systém, v némz je nahodnym pohybem molekul pfendsena energie mezi jednotlivymi
stavy systému. Pro aplikaci metody Exodus se oblast diskretizuje pfilozenim vhodné sité, jejiz
uzly se pak povazuji za stavy systému. Systém je popsan pravdépodobnostmi pfechodil nosi¢u
informace z jednotlivych stavi do stavu ostatnich. Pravdépodobnosti prechodu zavisi na tepelné
fyzikalnich vlastnostech prostiedi, na tvaru oblasti, respektive na tvaru a uspotadéani zvolené sité.

Systém obsahujici n stavi je popsan Ctvercovou matici pravdépodobnosti prechodu P,
fadu n. Prvek p;; matice P je pravdépodobnosti pfechodu nosice ze stavu i do stavu j. Radkové
soucty matice P jsou rovny jedné. Pro systém v némz mohou nosi¢e piechézet jen do sousednich
uzlu je matice P pasova.

2.1 Pravdépodobnosti pirechodu
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zna¢i t — teplotu, 7 — ¢as, x, y — soufadnice, a — difuzivitu. Rovnice se diskretizuje zavedenim
sité s oznacenim podle obr.1.

V rovnici vedeni tepla
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Tuto rovnici rozsifime kvadratem charakteristického rozméru (L) a zavedeme bezrozmérové
tseky ve vSech ¢tyfech smérech (n,,n.,ns, n;) a krok Fourierova ¢isla (AFo)
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Obrdazek 1: Okoli obecného uzlu sité



2.2 Pravdépodobnost absorbce a odrazu

V pripadé okrajové podminky 3.druhu jsou absorbujicimi stavy teploty vnéjsiho prostiedi.
Pravdépodobnosti pro uzly odpovidajici povrchovym bodim feSeného télesa zalezi tedy na
souciniteli prestupu tepla. Na hranici oblasti plati rovnice
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Dostane-li se nosi¢ do mista ¢ na hranici oblasti, pak je s pravdépodobnosti p,,s absorbovan ve

stavu s hodnotou funkce odpovidajici vnéj§imu prostiedi f;. Jinak se nosi¢ s pravdépodobnosti
Dodr 0drazi a piejde do stavu t; 41 uvniti oblasti, ktery je od stavu t; vzdéalen o délku h
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Vyjadii-li se délka h jako m-tina charakteristického rozméru L, pak po tpravé
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Timto jsou uréeny pravdépodobnosti absorbce a odrazu
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2.3 Pravdépodobnosti vyskytu

Narozdil od jinych stochastickych metod (napiiklad metody Monte Carlo) se pti pouziti metody
Exodus nesleduji trajektorie jednotlivych nosi¢u (eventuelné myslenych svazku nosicu), ale
zjistuje se, jakd je pravdépodobnost vyskytu nosice v tom kterém stavu systému. Vyjde se pii
tom z pravdépodobnosti vyskytu b;o) (j = 1,2,...,n) nosice v jednotlivych stavech na pocatku.
Tyto pravdépodobnosti se uspoiddaji do fadkového vektoru pocatecnich pravdépodobnosti vy-
skytu.

b@ = B0 0 O] (14)

Mé-li se sledovat nahodné bloudéni vychézejici ze stavu 4, potom vektor b®) obsahuje
jednicku v misté ¢, jinak samé nuly. Jinymi slovy : s pravdépodobnosti 1 jsou vSechny nosice ve
stavu .

Z matice P a vektoru b(® se daji postupnym prondsobovanim vypocitat pravdépodobnosti
vyskytu v jednotlivych krocich procesu. Pravdépodobnosti vyskytu nosi¢u po uskutecnéni jed-
noho kroku ndhodného bloudéni se vypocitaji pronasobenim vektoru pocateénich pravdépodobno-
stf vyskytu b matici pravdépodobnosti prechodt P

b —pO0) . p (15)

Pravdépodobnost vyskytu nosi¢u po uskutecnéni k kroku ndhodného bloudéni se vypocita
na zakladé pravdépodobnost{ vyskytu v piedchozim kroku b*—1)

p» — plk=1) . p (16)
nebo z pocateéni pravdépodobnosti vyskytu b
pk) — pO) . pk (17)

Z vektoru b se dé (postupem uvedenym v ¢dsti 2.4) urcit prubéh teploty v uzlu i, tedy
vyfesit ulohu v jednom bodé teplotniho pole.



2.4 P7#ima uloha

Pravdépodobnosti piechodi z kazdého stavu do vSech stavii sousednich se pro zvolenou sif),
dané tepelné fyzikalni parametry a zvoleny ¢asovy krok uréi z elementarnich tepelnych bilanci.
Soucasné se urc¢i pravdépodobnost, s jakou nosi¢ setrva ve stavu, v némz pravé je. Tim se
také vypocetnimu kroku k prifadi vyznam ¢asu na dile. Vypocitd se soubor matic B*) (k =
1,2,...,k1), jak bylo v pfedchozim odstavci nazna¢eno. Pro feseni tilohy s vnitinimi zdroji tepla
je tieba jesté vypocitat matici N(*)

N® =%~ BiH (18)

Prvek m;; matice N ma vyznam poctu prichodu nosice informace mistem j, byl-li proces
bloudéni nastartovan v misté i. Matici IN vypocitame jako soucet vSech matic B od pocitku
procesu.

2.5 Piima tdloha s ¢asové neproménnou okrajovou podminkou a konstantnimi
vnitinimi zdroji

V této ¢asti se omezime na TFeSeni pfimé tilohy pro neustalené pole s konstantnimi vnitinimi zdroji
s ¢asové neproménnou okrajovou podminkou 1.druhu. ReSeni tilohy ve v mistech dostaneme jako
soucet sou¢inu matice B*) typu (v,n) s vektorem vnitinich zdroju q

th =R .1 NK® .q | (19)

kde t*) typu (v,1) je vektor teplotnich charakteristik (teplot, teplotnich diferenci, stiednich
teplot a podobné) v ¢ase odpovidajicim kroku k, vektor f typu (n, 1) obsahuje hodnoty po¢ateéni
podminky v prvcich pfislusejicich neabsorbujicim staviim a hodnoty okrajové podminky v prvcich
piislusejicim stavum absorbujicim, vektor g obsahuje piispévky vnitinich zdroju tepla v pii-
slusnych mistech.

Preskupime-li matici B v kazdém kroku tak, ze do prvnich r sloupcu ddme hodnoty
prislugejici stavim absorbujicim a do zbyvajicich s = n — r sloupcu hodnoty piislusejici stavum
neabsorbujicim, muzeme matici B rozdélit na dvé ¢asti

B® = [Bff) : BS@} : (20)

Pokud odpovidajicim zpusobem upravime vektor f

Fatry] (21)

=

a shodné preskupime téz matici IN a vektor g, potom feSeni piimé ulohy s ¢asové konstantni
podminkou Ize psat
t® =BY . f,+BY fy+N®.q (22)

kde f4 je vektor okrajovych podminek a %V je vektor po¢atecnich podminek.

2.6 Prima iloha s ¢asové proménnou okrajovou podminkou a konstantnimi
vnitinimi zdroji

Charakteristickym rysem metody Exodus, a stochastickych metod vibec, je obrdaceny smysl
chodu casu. Souvisi to s tim, Ze na dile je energie pfenasena od povrchu oblasti k jednotlivym
vnitinim mistum. Prakticky je vSak nezvladnutelné urcit néjakymi pokusy nebo simulacemi



pravdépodobnost dosazeni urc¢itého mista nosi¢i startovanymi od ruznych mist povrchu. Je v8ak
mozné zjistit pravdépodobnosti dosazeni jednotlivych mist hranice oblasti nosi¢i startovanymi
z urcitého vnitiniho uzlu oblasti. Cas plyne opaéné nez na dile. V piipadé zdvislosti okrajové
podminky (a také vnitinich zdroju, tepelné fyzikalnich parametru, tvaru oblasti) na ¢ase je toto
tfeba brat v uvahu.

Pti feSeni neustdlené tlohy v kroku k1 s ¢asové proménnou okrajovou podminkou se
musi TeSeni provadét krok za krokem. Pro urceni teploty nebo jiné tepelné charakteristiky j
jednom misté, je tieba znét vektor bk) (k=1,2,...,k1) v kazdém piedchozim kroku. Teplotn{
charakteristika v casovém kroku k1 je ddna souctem piirustku za vsechny jiz uplynulé kroky

k1
¢k — Z (B(k‘) — B(’C*U) CpERED L NR) g (23)
k=1
kde vektor f obsahuje okrajové a pocatecni podminky ve vSech ¢asovych hladinach k =1,2,..., k1.

Rozdélime-li matici B na ¢asti B4 a By vztahujici se k absorbujicim a neabsorbujicim
stavum, pak lze pifedchozi rovnici napsat ve tvaru

k1
00 =3 (BY - BYY) Y LB fy+ NB g (24)
k=1

kde vektor f 4 obsahuje okrajové podminky, které jsou v jednotlivych ¢asovych hladindch rizné
a vektor fy pocatetnich podminek je konstantni. Pro feSeni v kroku k1 je tieba znat matice
B 4 a vektory f 4 ve vSech predchozich krocich. Matice By stac¢i znat jen v kroku k1. Takovéto
uspofddani vypoétu umozni usetfit vypocetni ¢as a pamét oproti feseni vyjadfenému rovnici
(23).

Z rovnic (22) a (24) je zfejmé, ze feseni se rozpadd na dvé faze. V prvni, ¢asové naro¢néjsi
fazi se fesi matice B zahrnujici vliv tvaru oblasti a tepelné fyzikalnich parametra. Ve druhé fazi
se zahrne do feSeni vliv pocate¢ni a okrajové podminky a vnitinich zdrojia. Piipadné alternativy
hrani¢nich podminek se daji snadno realizovat.

2.7 Nepriima tloha

Uloha nepiimé spociva v nalezeni takovych podminek jednoznac¢nosti, aby v urcitych zadanych
mistech uvniti oblasti byl dodrzen zadany prubéh teploty nebo jiné teplotni charakteristiky.
Nasleduje formulace feSeni neptimé ulohy spocivajici v nalezeni pribéhu teploty na povrchu
pii zndmych prubézich teplot uvniti oblasti. Pro zjednoduSeni uvazujme nulové vnitini zdroje
q=0.

2.8 Neprima tloha s casové konstantni okrajovou podminkou

Predpoklddejme, Ze jsou dény prubéhy teplot ve w vnitinich uzlech oblasti, uspotadané do
vektort ) typu (w,1), k = 1,2,..., k1. Pokud muzeme predpoklddat, Ze hledana okrajové
podminka nezavisi na ¢ase, vyjdeme z rovnice (24).

th =B® ..+ BW. £y, (25)

kterou napiSseme pro w neabsorbujicich stavi se zadanou hodnotou. Nezndmou v rovnici (25) je
vektor f 4.

Matice B(:) a Bg\lf) pro vSechna k se urci stejné, jako pfi feseni tlohy piimé. Hraniéni
uzly odpovidajici absorbujim stavim se vhodné spoji do skupin tak, aby pocet skupin r = w.



Odpovidajici sloupce v matici B 4 se slouéi, takze matice B4 bude ¢tvercova. Cilem bude najit
vektor f 4 obsahujici hodnoty okrajové podminky pro r = w tseka hranice oblasti.

Z maticové rovnice (25) se vypocita hledany vektor okrajové podminky

=Bt -BY ) (26)

pro vSechny ¢asové hladiny £k =1,2,..., k1.

V obecnéjsim pfipadé je na ¢asti povrchu okrajovd podminka zadéna, ve zbyvajicich
mistech se mé urcit. Nutnou podminkou je, ze pocet hledanych prubéhu w musi byt shodny
s poctem prubéhu zadanych uvniti oblasti. Vyjdeme z rovnice (19) pro ¢ = 0 a pro kazdou
casovou hladinu k (k = 1,2, ..., k1) pfeskupime a pfeznacime prvky. Na prvnich w mist vektoru
t ddme hodnoty zadanych teplot a oznacime t;, zbyvajicich v — w prvkua oznacime tp.

Podobné usporadame vektor hrani¢nich podminek, kde prvnich w hodnot f; pfedstavuje
hledané hodnoty okrajové podminky, zbyvajicich n —w hodnot oznacenych fp jsou zadané hod-
noty okrajové podminky. Matice B se preskupi tak, ze do prvnich w fadku se daji pravdépodobno-
sti vztahujici se k vnitinim uzlim, v nichz je zaddn prubéh teploty. Soucasné do prvnich w
sloupct se daji pravdépodobnosti vyskytu vztahujici se k w hranié¢nim uzlim (eventudlné usekum
hranice), v nichz se hledd hodnota okrajové podminky. Tim se matice B rozpadne na ¢tyfi asti,
z nichz pro feSeni nepiimé tlohy potfebujeme étvercovou matici By typu (w,w) a matici Bp
typu (w,n —w). Rovnici (20) pak lze ndzorné piepsat

k k : k k
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S vyuzitim nového znaceni lze psat
=B £ +BY fp . k=12..k (28)
kde f je hledany vektor. Odtud
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¢imz je feSena nepiimd tuloha hledani hraniéni podminky za predpokladu, Ze tato nezavisi na
case. Je-li nyni zndm cely vektor f, lze snadno feSenim piimé dlohy dopocitat dosud nezndmé
hodnoty tp teplot uvniti oblasti v kazdé ¢asové hladiné.

2.9 Neprima tuloha s ¢asové proménnou okrajovou podminkou

Pii feSeni nepiimé 1lohy hledani ¢asové proménné okrajové podminky vyjdeme z rovnice (23)
pro feseni odpovidajici lohy primé. Uvazujme opét ¢ = 0. Vektory ¢, f a matici B usporadame
a Casti preznacime obdobné jako naznacuje rovnice (26), tedy pro kazdou ¢asovou hladinu

k k : k k
e BY i pW 2
+F) . (k)
D : D
k=1,2,...,kl s tim rozdilem, ze vektor f je také proménny v Case. S vyuzitim tohoto znaceni
lze psat rovnici
(k1) i (k) (k—1) (k1—k+1) i (k) (k—1) (k1—k+1)
=3 (B - B Y) - #Y +> (BY - B Y)Y . (31)

k=1 k=1



(1)

z niz nejprve pro k1 = 1 vyfesime fgl) pro dané t;
1 1 0)\ ! 1 1 0 1
70— (BB (- 59) 5] )

Déle se rovnice (31) upravi do tvaru

tgkl) _ (Bgl) o B(IO)) -ff,kl) + f: (ng) . B(Ik:—l)> -fgkl_k—i—l) +
k=2
+ Z( k 1))‘ %1—k+1) : (33)

a odtud se ur¢i neznamé fgkl) pro libovolné k1 postupné od k1 = 2

k1

k1 1 0)\ ! k1 k k—1 kl—k+1

fg) _ (Bg)_B(I)) ltg )_Z(B() B( )) fg )
k=2

k1
SCEE Rl ()

V rovnicich (32) a (34) jsou vektory t;, fp zadany, matice B se urci stejné jako pii feseni
ulohy pfimé, pouze se preskupi. Hodnoty f; na pravé strané rovnice (34) jsou zndmy z feSeni
v piedeslych casovych hladindch. Je-li pak zndm cely vektor f*) v ¢asovych hladindch k =
1,2,..., k1, lze urcit vektory t%ﬂ (k=1,2,...,kl) fesenim tlohy piimé.

Protoze matice Bgo) je nulova, lze predchozi rovnice zjednodusit. Vyuzit ji Ize v piipadé,
ze uzly se zadanou teplotou lezi ve zvolené siti v prvni vrstvé uzlu pod povrchem. Pokud jsou

(1)

tyto uzly hloubéji, obsahuje matice B}’ v nékterych rddcich samé nuly a nelze ji invertovat.

Ustupkem je provedeni nékolika (k0) kroku, ¢imz se naplni matice ngo). Rovnice (33) pak bude
tvaru

kO k1
k1 k k—1 k1—Fk+1 k k—1 kl1—k+1
4 = S (B ) S (B BN g
k=1 k=k0+1
k 1 kl—k+1
+ Z( OEF ) SR (35)
Pro dosti maly krok Fourierova ¢isla lze uvazovat, ze priblizné plati f(Ikl_kOH) = (Ikl_ko) =
o= fgkl), a potom lze psat
k1 kO k 1 k1—k+1
tg):<B§)—B() +Z( )>S~ ) 4+
k=k0+1
k1
Z (B(k Bl 1)) f%clkarl) (36)
Vzdy plati Bgo) = 0. S jistou pfibliznosti lze pocitat
k1 k0)\ —1 k1) k 1 E1—k+1
) 3 (et
k=k0+1
H (k) (k—1) (k1—k+1)
> (BY -BE V)£ 1 : (37)
k=1



Chyba zpusobend sdruzenim k0 ¢asovych kroku zavisi na strmosti prubéhu teplot, hloubce
umisténi uzla se zadanou teplotou uvniti oblasti, velikosti k0 a velikosti kroku Fourierova cisla.

Pro teseni nepiimé tlohy musi byt splnény nékteré podminky :

e Matice B musi byt ¢tvercovd, tedy pocet uzlu v nichz je zaddn ¢i zméfen prubéh teploty
musi byt roven pocCtu tseku hranice, na nichz se hledd okrajovd podminka. Pii daném
poc¢tu méficich bodu se vhodnym pospojovanim upravi pocet tisekt hranice.

e Matice By musi byt invertovatelnd, matice nesmi obsahovat nulové fadky. To je splnéno,
pokud mérici mista lezi v prvni vrstvé pod povrchem — potom se da pocitat prubéh okrajové
podminky podle rovnice (34). Jinak se voli hodnota k0 > 1, ne vSak zbytetné velka.
Hodnota k0 musi byt vétsi, nez je poCet vrstev mezi méfenym mistem a povrchem.

e Kazdy radek matice By musi piindSet novou informaci. Proto naptiklad nesmi mérené
body lezet tésné u sebe nebo u symetrické dlohy nesmi byt pouzita métici mista umisténa
symetricky.

7 hlediska dané tlohy je nejvhodnéjsi umisténi méficich mist ve stejné, nepiilis velké,
hloubce pod povrchem pfiblizné stejné daleko podél celého tseku hranice, kde se hleda
okrajova podminka.

2.10 Urceni tepelného toku

Tepelny tok na povrch ve sméru normély se urci z rozdilu teplot AT na povrchu a v néjaké
hloubce §, napiiklad 1075 m, pod povrchem (obr.2). Prvni z teplot se uréi jak bylo popséno
vySe. Druhd z teplot se urci stejnym vypocetnim postupem na siti, kterd se od prvni lisi pouze
zmensenym rozmérem povrchovych prvku.

T,(t)
e ® T5(t)
e}
X o
Pavodni tvar Upraveny tvar

Obrazek 2: Schéma vypoctu povrchového tepelného toku

Tepelny tok se poté vypocte z nasledujici rovnice

g = (T,(0) -~ Ts(t)) - A-67" (Wm™2) . (38)

3 Priklad

Vypocet povrchové teploty a tepelného toku pomoci metody Exodus si ukdzeme na piikladu
HVOF (obr. 4) nandseni povlaku [3]. Provedeny experiment zahrnoval nandseni materidlu na
vzorky o rozmérech (30 x 70 x 100mm), jehoz vysledkem jsou prubéhy teplot z termoclanku
umisténych v riznych mistech a hloubkach pod povrchem substratu. Schématické usporadani
experimentu je vidét na obrazku 3.

Materiglové vlastnosti vzorku v oceli CSN 16536 jsou A = 44.8 W m~1 K1,
c=480J kg ! K= a o = 8000 kg m—3. Casovy krok A7 byl 0.025s.



Byl pouzit model s piedpokladem jednorozmérného $ifeni tepla. Sit je pravoihld nerovno-
mérnd tvorend 3 x 11 = 33 uzly. Méfici termoclanek je umistén doprostied prvni podpovr-
chové vrstvy. V tomto pripadé lze vypocet provadét podle rovnice 34 a odpadd problém s
naplnénim matice Bj. Vypocet povrchovych teplot a tepelnych toku probihd postupné pro
jednotlivé termoclanky.

Vysledky modelu jsou ukéazdny na obriazku 5. Maximalni teplota na povrchu byla 70°C
a maximalni tepelny tok do vzorku byl 6-10° W m~2. Maximum teploty bylo zpozdéno oproti
maximu tepelného toku o cca 0.1 s.

Vysledné teploty spo¢tené metodou Exodus byly nasledné pouzity jako okrajové podminky
porovnavaciho modelu (MKP). Pro vypocet byl pouzit systém Cosmos/M. Vysledky z MKP

modelu byly porovndny s naméfenymi teplotnimi prubéhy (obr. 6). Maximéalni rozdil je kolem
0.3°C.
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Obrézek 3: Schéma usporadéni experimentu méteni teplot pti HVOF néasttiku povlaku

Obrazek 4: Zarovy nastiik ochranych povlaki metodou HVOF ve viditelném a infracerveném
spektru zareni
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Obréazek 5: Vypoctené prubéhy povrchovych teplot a tepelnych toku
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Obréazek 6: Porovnani mérenych teplotnich prubéhu s prubéhy vypocétenymi pomoci MKP mod-
elu

4 Zavér

Vyhody metody Exodus se projevi pfi feSeni nepiimych tloh (hledani povrchovych teplot a
tepelnych toku). Zatimco metoda Exodus Fesi nepifimou tlohu jednim vypocetnim postupem, u
ostatnich metod je nutné opakované feSeni pfimych tloh s postupnym zpiestiovanim neznamé
okrajové podminky. Vysledky vypoctené metodou Exodus byly porovnany s vysledky ziskanymi
metodou kone¢nych prvki. Obecné je konstatovdana dobra shoda.
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