kde Uy = [uT(2),...
E e RI*™.
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Abstrakt

Explicitni FeSeni tlohy prediktivni regulace pfinasi vyhody optimalniho fizeni
i pro relativné rychlé systémy, kde by vypocetni naro¢nost on-line optimalizace
klasického prediktivniho regulatoru byla limitujici. V tomto ¢lanku nejprve for-
mulujeme takovy kvadraticky optimalni regulator s pomoci multiparametrického
programovani a ukazeme, jak lze pro navrh vyuzit Multi-Parametric Toolboxu.
Na zavér vSe demonstrujeme na navrhu fizeni pro laboratorni model CFE106

,kulicka na tyci.“

Prediktivni rizeni

Uvazujme nésledujici diskrétni dynamicky systém

z(t+1) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cux(t) + Du(t)

a formulujme kvadratické kritérium optimality na konec¢ném horizontu délky N

1= 1
3 [fo:ck + ugRuk} + ix%QNxN
k=0

J(z(t), u(t)..u(N — 1)) =

S omezenim

Tpt1 = Az + Buy,

o = x(t),

Xmin <2 < Xipaz prok=0,..., N,
Unin < up < Upge prok =0,...,N —1,
Q=QT=0,Qn=Q% = 0,R=RT -0,

kde Q,Qnx € R™™ a R € R™*™ jsou vahové matice. Pomoci substituce

k—1
T = Akl'() + Z AiBukflfi
1=0

a nékolika algebraickych tiprav prepiseme vyse zminéné vztahy do maticového tvaru

1 1
J(x(t),U) = 5 THU, + 27 (t)FU, + ExT(t)ch(t),
GU; < W + Ex(t),

Model Predictive Control, nebo-li MPC, je oblibend metoda Fizeni procesti v dnesni priumyslové
praxi. Mezi jeji hlavni prednosti patii pfedevsim schopnost respektovat zadand omezeni a Fizeni
podle zadaného kritéria optimality.

(6)

Wl (N=1]", H e RmXm F e Rm Y € R G e RO™ W € RY,

Ozna¢me J*(x(t)) optimalni hodnotu ztratové funkce a U*(x(t)) optimalni Fidici sekvenci

Uf(z(t)) = arg rr(ljitn{J(:):(t), U) | GU, < W + Ex(t)}
J(@(t)) = min{J(x(t),U) | GUr < W + Ex(t)}-

(7)
(8)



Ridici z4sah (7) je vypo¢ten minimalizaci zvoleného kritéria na predikovaném vyvoji dynamic-
kého systému pii respektovani zadanych omezeni. Abychom zajistili zpétnou vazbu pro Fizeny
systém, pouzivame metodu ,klouzavého horizontu“ (RHC - Receding Horizon Control). Princip
spociva v iterativnim FeSeni optimalizace (7), pfi¢emz aplikujeme pouze prvni krok fizeni, tj.
u(t) =[1,0,---,0] U (z(t)) a v ¢ase t + 1 v8e opakujeme. Tento postup rozumime pod zkratkou
MPC. Jeho nevyhodou je numericky naro¢na optimalizace, kterou musime fesit on-line (RHC).

1.1 Stabilita a fesitelnost MPC

Pouziti klouzavého horizontu jesté nezarucuje stabilitu soustavy. Pro nékterd x(¢) ani nemusi
existovat pfipustné feSeni problému (7). Oblast splnitelnych pocatecnich podminek Xyeqq zis-
kédme snadno projekci rozsifeného polytopu

(-5 c]| ) ] <w )

do prostoru parametri R™.

Stabilitu typicky zajistujeme pomoci dodateénych podminek na koncovy stav xy a na
vahu koncového stavu @ n. Prehled moznych pristupt ke stabilizaci RHC udava [10]. Zde se
kratce zminime o metodé zname jako “dual-mode MPC.” Predpoklddejme, Ze plati:

1. prok=0,...,N — 1 je systém Ffizen optimalné podle (7) tj. ux = Ug|t(a:(t)),

2. pro k > N je systém Fizen pomoci stabilizujici zpétné vazby up = —Kxy;.

Toho lze dosdhnout vhodné zvolenou koncovou vahou Qn = P, kde P je TeSeni algebraické
Riccatiho rovnice (ARE) a K bude pfislusné ustalené zesileni z ARE (viz. [5]). Dale necht
mnozina definovana podle (9) obsahuje pocatek jako sviij vnitini bod. Potom lze pfedpokladat,
Ze pro dostateéné dlouhy horizont predikce N budou uklddand omezeni na x(k) a u(k) splnéna
pro vSechna k > N. Jelikoz délka tohoto horizontu je zavisla na poc¢atecnim stavu, bude obtizné ji
stanovit a priori. Snadnéjsi zplisob spociva v dodateéné podmince na koncovy stav zn € X7k,
kde X1gr je maximalni pozitivné invariantni mnozina podle [6], pro kterou plati

o 11, € XLQr = Tk4i € XLQR, Prot > 0,
o 1 € Xor = — (GK + S)xp; < W, proi >0,
e mnozina X7qr je polytopicka a lze ji doplnit do omezeni (6).

Zatimco v prvnim médu optimalni fizeni podle (7) zarucuje splnéni zadanych podminek a
zavedeni stavu do X gpr, druhy méd zajistuje stabilitu a diky zn € Xrgr téZ splnéni podminek.

2 Explicitni MPC

Je ziejmé, ze optimalni hodnota kritéria (8) i optimalni Fidici sekvence (7) jsou funkei stavu
z(t). Tuto dlohu lze také formulovat pomoci multiparametrického kvadratického programovani
(mp-QP), kdy se snazime nalézt optimalni feSeni pro vSechny mozné hodnoty parametru x(t)
predem. V dal$im stru¢né shrneme vysledky z [2].

Substituci Uy = Uy — H~'FTx(t) ptevedeme kritérium (8) do vhodnéjsiho tvaru
1

J*(z(t) = nlljin {J(Ut,x(t)) = §0tTHUt +B8|GU; <W + Sm(t)} , (10)



kde S =E+GH 'FT a = 12T (t)(FH'FT +Y)x(t). Dale oznaéme T = {1,...,q} mnozinu
indext, odpovidajici fadkiim matic G, W a S.

Definice 1: Kriticky region CR je takova polytopicka oblast v prostoru parametri z(t), ktera
ma v optimu (J*(z(t)), U*(z(t))) aktivni stejnd omezeni A(x(t)) C Z. Tj. plati

G AU} (z(t)) = Wa + Sax(t) pro z(t) € CR. (11)

Tvrzeni 1: Nechf H > 0 a nechf G4 m4 linedrné nezavislé fadky, potom optimélni sekvence
U (z(t)) je jednozna¢né definovand afinni funkce stavu z(t) na daném kritickém regionu CR

Ur(z(t) = H'GL(GAH'GE)(Wa + Sax(t). (12)

Tvrzeni 2: Uvazujme optimaliza¢ni problém (7) formulovany jako mp-QP. Necht H > 0, potom
optimalni fidici sekvence U ((t)) : Xfeas — R™ je spojitd, po ¢astech afinni funkce na polyedru
a optimalni hodnota J*(x(t)) je spojita, kovexni a po ¢astech kvadratickd funkce na polyedru.

Algoritmus mp-QP nejprve spo¢ité feseni (7) pro vhodné zvolenou pocateéni podminku
(20 € Xfeas) a sestroji prislusny kriticky region C'Ry. Poté rekurzivné prohledava okoli a vytvari
nové regiony. Vysledkem je rozdéleni oblasti Xf.,s do kritickych regiont CR; = {x | Pz < p;},
nad kterymi je definovana spojita afinni funkce

Ui (x(t)) = Fia(t) + Gi (13)
a spojita kvadraticka funkce

JH(z(t)) = 2T () Asx(t) + Biz(t) + Ci. (14)

Timto jsme pfesunuli vypocéetné ndroénou numerickou optimalizaci (7) k off-line vypo-
¢tam. V pribéhu fizeni staci identifikovat region C'R;, obsahujici aktudlni stav x(t), a aplikovat
pfislusny zékon fizeni (13).

Priiklad 1: Pro dvojity integréator

10 1
A_[ll},B_[%},c_[o 1], D=0. (15)
s omezenim —1 < u < 1 a —7 < y < 7 navrhneme explicitni MPC podle (8) s parametry
N=7TR=1,Q=1-1aQ@Qy =P, kde P je feSeni diskrétni Riccatiho rovnice. Navic pfiddme
stabilizujici podminku zy € Xgr. Vysledek je dobfe patrny z obrazku 1.

Poznamka 1: Predpokladejme, Ze mnozina (9) obsahuje pocatek jako sviij vnitini bod (vSechny
slozky vektoru W > 0) a zkonstruujme pfislusny region C'Ry. Pro tento region plati, ze vSechna
omezeni jsou neaktivni a optimum lezi ve vrcholu kvadratické funkce (3). Rizeni podle (12) bude
rovno U (x(t)) = 0 — U (z(t)) = —H *FTx(t). Uvedeny vztah predstavuje analytické FeSeni
problému (3) bez omezeni. Navic se pfi pouziti dual-mode MPC bude FeSeni asymptoticky blizit
k LQ fizeni u(t) = —Kz(t). Toho lze vyuzit pii konstrukci Xgr. Oproti vypocetné slozitému
algoritmu [6] jsme ziskali analytické feSeni. Pro dostate¢né dlouhy horizont plati

Xrgr={x| — Sz <W}. (16)

Dtikaz vychézi z Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek optimality.

2.1 Redukce poctu regiona

Nepfijemnou vlastnosti explicitniho feseni MPC je exponencialni zavislost mnozstvi genero-
vanych regionti na poc¢tu omezeni [7]. Vysoky pocet regioni pak zatézuje on-line vypocetni
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Obrézek 1: Odezva uzaviené regulaéni smycky na poc¢ateéni stav 2o = [—5, 6]

narocnost, kdy je tieba identifikovat region obsahujici stav 2(¢) a tedy i optimélni zdkon Fizeni
U (x(t))-

Nejjednodusi zptsob vyhledéni spravného regionu postupné prochazi seznamem polytopt
a vyhodnocuje podminku P;z(t) < p;. Sofistikovanéjsi metoda [3] pouZiva specialné sestro-
jeny deskriptor, ktery otestuje pfislusnost z(t) k regionu C'R; pouhym vyhodnocenim afinni
funkce. Zéaroven se snizi naroky na pamét, jelikoZ nemusime uchovavat data [P;, p;]. Efektiv-
néjsi algoritmus [11] vyuziva bindrni vyhledavaci strom (slozitost logaritmicky zavisla na poctu
vygenerovanych regiont).

Dalsi moZnosti je snizit pocet regioni. Bez omezeni optimality lze (diky RHC) sloudit
dohromady ty regiony, které obsahuji stejné fizeni v prvnim kroku a soucasné jejich slouceni
vytvari polytop. Ostatni postupy redukce pocétu polytopd vedou na ,suboptimalnim“ feSeni
napf. zkrdcenim horizontu Fizeni [4], ¢i jiné metody [1], [7].

3 Multi-Parametric Toolbox

Multi-Parametric Toolbox [9, 8] (MPT) je volné stazitelny nastroj uréeny k navrhu a analyze
optiméalnich regulatorid pro linearni, nelinedrni a hybridni systémy se zadanym omezenim. K
jeho hlavnim pfednostem patii schopnost generovat explicitni feseni prediktivniho regulatoru
pro kvadrtické ¢i linearni (1-norma, oo-norma) kritérium pomoci tlohy multiparametrického
programovani. Obsahuje téz fadu uzite¢nych funkci pro praci s polytopy.

‘—y——L g(l
L ® j

1
/&\U(t)} servo $

Obrazek 2: Model CE106 - kulic¢ka na tyci

Zakladni funkce lze snadno vyuzit pomoci grafického rozhrani (mpt_studio). UkdZeme si
postup, jak pomoci MPT navrhnout reguldtor pro model CE106 ,kulicka na tyc¢i“ (obréazek
2). Nejprve musime definovat dynamiku a omezeni systému. Uvazujme diskrétni stavovy popis

modelu
0.8465 0 0 0.1075
A= 0.0034 1.0000 0.0491 |, B= 0 , (17)
0.1368 0 0.9649 0

c=[01 0], D =0,
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Obrazek 3: Rozdéleni stavového prostoru. Vlevo: oblast dosazitelnosti (zluté) a invariantni mno-
zina (¢ervené). Vpravo: explicitni feSeni MPC.

se vzorkovaci periodou Ty = 0, 05s. Slozky stavového vektoru z(t) odpovidaji postupné naklonu
tyce, poloze kulicky a rychlosti kulicky. K tomu odpovidajici omezeni

~10 <u(t) < 10,

~10 10
~10 | <z(t)< | 10 (18)
~100 100

Dale musime formulovat optimalizacni problém. Pro kvadratické kritérium zvolime hori-
zont predikce N = 10 a vadhové matice Q = diag(1,10,1), R = 1. Omezeni na koncovy stav lze
bud definovat vlastni mnozinou, nebo nechat MPT vypocitat mnozinu Xqgp. Zarovenn mizeme
zvolit néjaké suboptimalni feseni (viz. odst. Redukce poctu regiontt).

Typickym pozadavkem pifi ndvrhu MPC je sledovani zadané reference. Multi-Parametric
Toolbox nabizi moznost sestaveni reguldtoru pro ,po ¢astech konstantni referenci“ (dojde k
rozsifeni stavového prostoru). My se pro jednoduchost pfidrzime zakladniho schématu regulace
k pocatku.

Po ukonceni vypoctu mp-QP obdrzime rozdéleni X s, do 21 kritickych regionti. Slouc¢ime-
li regiony se shodnym zakonem fizeni pro prvni krok, dostaneme pouze tii polytopy - tii afinni
zékony fizeni. Na obrazku 3 vlevo vidime vykreslenou oblast dosazitelnosti spole¢né s mnozinou
Xrgr- Vpravo rozdéleni mp-QP po slouceni regionti. Za povSimnuti stoji region C'Rp, ktery
odpovidd mnoziné Xygr (viz poznamka 1). Simulace na obrazku 4 ukazuje vyvoj vstupu a
vystupu pro zvolenou poc¢ateéni podminku 2(0) = [0, 7, 0]7. Pro porovnani jsme navrhli LQ
regulator s identickymi vdhovymi maticemi. Na prvni pohled je patrné, jak vstup explicitniho
MPC sleduje zadand omezeni, zatimco obycejny LQ regulator vede vstup do saturace.

4 Zavér

V c¢lanku jsme strucné zavedli pojem explicitniho prediktivniho reguldtoru, abychom jej do-
kézali navrhnout v prostiedi Multi-Parametric Toolboxu. Zékladni ndvrh se v ni¢em nelisi od
klasické metody MPC, proto rizna rozsifeni (range control, Au formulace) staci sestavit obvyk-
lym zpisobem a potom jednoduse preformulovat pro multiparametrické kvadratické ¢i linearni
programovani.
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Obrazek 4: Odezva vstupu a vystupu na po¢ateéni podminku x(0) = [0, 7, 0]7.

Nutno jesté podotknout, Ze se ndm obvykle nepodari sestrojit regulator s tak nizkjm
poctem regionti. Pouhym rozsirenim piedchoziho reguldtoru o sledovani po castech konstantni
reference a omezeni na Au - tedy pfidanim dvou dimenzi - ziskdme rozdéleni do 4671 regionti.
Proto se tato metoda nehodi pro slozité systémy s velkym fddem. Na fadu pak pfichazi rtizné
suboptimalni metody. Zachovana zlstane schopnost respektovat dand omezeni.

Dalsi, nediskutované, vyhoda explicitniho feSeni spoc¢ivd v moznosti analyzovat chovani
navrzeného regulatoru. Jelikoz zname zdkon fizeni, mizeme se pokusit o sestaveni Lyapunovy
funkce. Tim bychom prokazali stabilitu navrzeného explicitniho, ¢i ekvivalentniho klasického
reguldtoru bez implicitni stability (naptiklad pfi snizovani komplexity blokovanim akénich za-
saht).
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