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Abstrakt

Asynchronńı motor je pro svou jednoduchost a ńızkou cenu nejčastěji použ́ıvaný
typ elektromotoru, může však pracovat i jako generátor elektrické energie.
V následuj́ıćıch odstavćıch bude odvozen simulačńı model asynchronńıho stroje,
včetně jeho implementace v prostřed́ı MATLAB-SIMULINK. Tento model je
vytvářen v rámci disertačńı práce, která se zabývá modelováńım a ř́ızeńım koge-
neračńıch jednotek, kde asynchronńı stroj bude sloužit jako generátor elektrické
energie.

1 Matematický model motoru

Matematický model je odvozen za následuj́ıćıch předpoklad̊u:

• Napájećı soustava je trojfázová, souměrná, napět́ı jsou harmonická.

• Vinut́ı jednotlivých fáźı jsou sinusově rozložena v drážkách statoru.

• Odpory a indukčnosti jednotlivých fáźı jsou shodné.

• Magnetizačńı charakteristika je lineárńı.

• Ztráty v železe se zanedbávaj́ı.

Pro zápis soustavy rovnic lze použ́ıt bud’ maticové formy nebo zápisu pomoćı prostorových
vektor̊u. Pro implementaci je výhodněǰśı maticový zápis, pro názornost zápis vektorový, který
budeme dále použ́ıvat.

1.1 Základńı rovnice asynchronńıho stroje

Asynchronńı stroj (AS) je konstrukčně tvořen dvěma trojfázovými systémy vinut́ı vázanými
vzájemnou magnetickou vazbou. Vzájemná indukčnost vinut́ı statoru a rotoru se s časem měńı
d́ıky otáčeńı rotoru v̊uči statoru. Můžeme tedy napsat celkem šest základńıch rovnic pro jed-
notlivé obvody (fáze). Pro daľśı úvahy se omeźıme nejprve na na stoj́ıćı asynchronńı stroj
s uvažováńım všech uvedených omezuj́ıćıch předpoklad̊u. Následuj́ıćı odvozeńı základńıch rovnic
AS je možné též naj́ıt např. v [1] nebo v [2].

Pro výsledný spřažený magnetický tok jedné fáze statorového vinut́ı v základńı poloze
můžeme napsat:

Ψa = Laia + Msib cos(
2
3
π) + Msic cos(−2

3
π) + MiA + MiB cos(

2
3
π) + MiC cos(−2

3
π), (1)

kde je:

La vlastńı indukčnost fáze statorového vinut́ı,
Msvzájemná indukčnost dvou fáźı statorového vinut́ı,
M vzájemná indukčnost odpov́ıdaj́ıćıch si fáźı statorového a rotorového vinut́ı.



Předpokládáme, že vinut́ı nemá vyvedený společný uzel, tedy plat́ı ib + ic = −ia a zároveň pro
rotor iB + iC = −iA. Dále plat́ı cos(2

3π) = −1
2 . Po dosazeńı do rovnice 1 dostaneme výsledný

vztah:
Ψa = (La +

1
2
Ms)ia +

3
2
MiA. (2)

V předchoźı rovnici můžeme označit výslednou indukčnost jedné fáze statorového vinut́ı:

Ls = (La +
1
2
Ms) (3)

a vzájemnou indukčnost statoru a rotoru:

Lsh =
3
2
M. (4)

Napět’ová rovnice jedné fáze statorového vinut́ı má tvar:

ua = Rsia +
dΨa

dt
. (5)

Stejnou úvahu lze provést i pro všechny ostatńı fáze statorového a rotorového vinut́ı a sestavit
tak všech šest základńıch rovnic AS.

1.2 Transformace souřadnic

Vzájemná indukčnost vinut́ı statoru a rotoru se s časem měńı d́ıky otačeńı rotoru v̊uči statoru.
Při analýze AS se použ́ıvá transformace do dvou ortogonálńıch os otáčej́ıćıch se vhodně zvo-
lenou rychlost́ı. Dı́ky transformaci se sńıž́ı počet fáźı systému a za určitých okolnost́ı přejdou
stř́ıdavé veličiny na stejnosměrné. Uvedenou transformaci si nejprve vysvětĺıme na transformaci
do soustavy pevně svázanou se statorem, která bývá v literatuře označována jako transformace
αβ nebo Clarkova.

V trojfázových soustavách se často setkáváme s fázovým posunem 2
3π. Pro zjednodušeńı

zápisu fázor̊u a prostorových vektor̊u proto zavád́ıme pomocné komplexńı č́ıslo ([3])

a = ej 2
3
π. (6)

Pro práci s t́ımto komplexńım č́ıslem plat́ı následuj́ıćı algebra:

a · a2 = 1,

a · a = a2,

a2 · a2 = a,

1 + a + a2 = 0. (7)

Pr̊uběh okamžitých hodnot proud̊u jednotlivých fáźı statoru můžeme nahradit jediným
prostorovým vektorem, definovaným

Îs
s = K(ia + iba + ica

2). (8)

Dolńı index znač́ı, že se jedná o proud statoru a horńı index znač́ı, že pracujeme v souřadnićıch
pevně svázaných se statorem. Prostorové vektory budeme dále značit se stř́ı̌skou. Dosad́ıme-li
do vztahu 8 okamžité hodnoty fázových proud̊u, které předpokládáme harmonické s amplitudou
Im a vzájemným fázovým posunem 2

3π, dostaneme s respektováńım vztah̊u 7 pro komplexńı
č́ıslo a výraz pro prostorový vektor statorového proudu:

Îs
s =

3
2
KImejωt. (9)



Z tohoto vztahu již snadno źıskáme složky statorového proudu v pravoúhlých souřadnićıch pevně
svázaných se statorem:

iα = Re(Îs
s ),

iβ = Im(Îs
s ). (10)

Při volbě koeficientu K =
√

2
3 plat́ı invariantnost výkon̊u. Při volbě koeficientu K = 1 má

transformovaný vektor velikost danou fyzikálńı skutečnosti. Třet́ı použ́ıvaná volba je K = 2
3 .

V tomto př́ıpadě neńı nutný přepoč́ıtaćı koeficient mezi fázovým proudem ia a transformovaným
proudem iα

Pokud stejný postup aplikujeme v odvozených rovnićıch AS, obdrž́ıme tak vztahy pro
prostorové vektory statoru a rotoru:

Û s
s = RsÎ

s
s +

dΨ̂s
s

dt
,

Û r
r = Rr Î

r
r +

dΨ̂r
r

dt
. (11)

Až doposud jsme předpokládali, že se rotor nepohybuje. Otáč́ı-li se rotor v̊uči statoru
úhlovou rychlost́ı ω, měńı se vzájemná indukčnost statorového a rotorového vinut́ı. Spřažené
magnetické toky můžeme vyjádřit ve formě prostorových vektor̊u:

Ψ̂s
s = LsÎ

s
s + LshÎr

r ejωt,

Ψ̂r
r = Lr Î

r
r + LrhÎs

se−jωt. (12)

Rovnice 11 a 12 tvoř́ı základńı rovnice AS, které budeme dále implementovat v progra-
movém prostřed́ı MATLAB.

Rovnice AS je možné obecně transformovat do libovolného ortogonálńıho systému ro-
tuj́ıćıho obecnou rychlost́ı ωk. Rovnice AS pak źıskaj́ı podobu:

Ûk
s = RsÎ

k
s +

dΨ̂k
s

dt
+ jωkΨ̂k

s ,

Ûk
r = Rr Î

k
r +

dΨ̂k
r

dt
+ j(ωk − ω)Ψ̂k

s . (13)

Ψ̂k
s = LsÎ

k
s + LshÎk

r ,

Ψ̂k
r = Lr Î

k
r + LrhÎk

s . (14)

Odvozeńı je možné naj́ıt např. v [2]. U AS se v praxi pož́ıvaj́ı tyto tři systémy:

• ωk = 0: Transformace do souřadnic pevně svázaných se statorem (Clarkova nebo též αβ).
Tato transformace je vhodná pro sledováńı statorových veličin.

• ωk = ωs: Transformace do souřadnic rotuj́ıćıch synchronńı rychlost́ı (dq). Tato transfor-
mace je vhodná pro sledováńı regulačńıch děj̊u.

• ωk = ω: Transformace do souřadnic svázaných s rotorem (Parkova nebo též kl). Tato
transformace je vhodná pro sledováńı rotorových veličin.

Volba systému ve kterém budeme rovnice modelovat může značně ovlivnit rychlost a
přesnost simulace. Podle [4] plat́ı následuj́ıćı doporučeńı:



• Použijte systém pevně svázaný se statorem, pokud je napět́ı na statoru nesymetrické nebo
nespojité a napět́ı na statoru je symetrické nebo nulové (motor s kotvou na krátko).

• Použijte systém pevně svázaný s rotorem, pokud je napět́ı na rotoru nesymetrické nebo
nespojité a napět́ı na statoru je symetrické.

• Použijte systém pevně svázaný se statorem nebo rotuj́ıćı synchronńı rychlost́ı, pokud jsou
napět́ı na statoru i rotoru symetrická a spojitá.

Vzhledem k omezeńı, které jsme definovali v úvodu, je nejvhodněǰśı systém pro modelováńı
rovnic AS systém rotuj́ıćı synchronńı rychlost́ı. Tato transformace má daľśı výhodu v tom, že
stř́ıdavé veličiny ve statoru přejdou na veličiny stejnosměrné.

1.3 Náhradńı schéma

Při modelováńı rovnic AS se vycháźı ze známého náhradńıho schématu. To vznikne pokud
přepočteme rotorové veličiny na statorovou stranu. Transformačńı koeficient vycháźı z požadavku
převodu rotorových parametr̊u na stejný počet závit̊u, fáźı a prostorové uspořádáńı jako má sta-
tor při zachováńı energetických poměr̊u [5]. Tento přepočet vycháźı:

U ′ = U · mr

ms

Nr

Ns

kvr

kvs
,

I ′ = I · Ns

Nr

kvs

kvr
,

R′ = R · ms

mr

(
Nr

Ns

kvr

kvs

)2

, (15)

kde
Ns, Nr je počet závit̊u statoru a rotoru,
ms, mr je počet fáźı statoru a rotoru,
kvs, kvr je činitel vinut́ı statoru a rotoru.
Základńı rovnice AS v souřadnićıch pevně svázaných se statorem 13 a 14 (ωk = 0) můžeme po
zavedeńı skluzu impedančně spojit do jednoho náhradńıho schématu (viz obrázek 1).

Obrázek 1: Náhradńı schéma AS.

1.4 Energetická bilance

Činný výkon odeb́ıraný ze zdroje, resp. dodávaný do zdroje (za předpokladu, že AS pracuje jako
generátor) lze vyjádřit obecným vztahem.

P = A ·Re(ÛsÎ
∗
s ). (16)

Podle [6] se z výkonu předávaného přes vzduchovou mezeru přeměńı s-tá část v Joulovy ztráty
a (1-s)-tá část v mechanický výkon. Plat́ı:

M · ω = (1− s)Pδ,

∆Pj = s · Pδ. (17)



Dosazeńım do vztahu 16 a za použit́ı výrazu 17 je možné vyjádřit mechanický moment jako
vektorový součin r̊uzných kombinaćı statorových a rotorových veličin a to nezávisle na volbě
souřadného systému. Odvozeńı je možné naj́ı např. v [2]. Jednotlivé kombinace jsou uvedeny
v tabulce 1.

Varianta 1 2 3 4 5 6 7 8
1.Proměnná Îs Îs Îs Îs Îr Îr Îr Ψ̂s

2.Proměnná Îr Ψ̂s Ψ̂h Ψ̂r Ψ̂s Ψ̂h Ψ̂r Ψ̂r

Vztah násoben Lh - - Lh
Lr

Lh
Ls

- - Lh
σLsLr

Tabulka 1: Vztahy pro výpočet elektromagnetického momentu.

Konstanta A je závislá na použité konstantě K při transformaci statorových a rotorových
veličin. Při volbě K = 2

3 plat́ı A = 3
2 a výsledný elektromagnetický moment můžeme vyjádřit

např.:

M =
3
2
p(Ψαiβ −Ψβiα). (18)

2 Identifikace parametr̊u

Identifikaćı parametr̊u AS rozumı́me nalezeńı hodnot jednotlivých pasivńıch součástek v náhradńım
schématu.

Klasické metody vycháźı z kruhového diagramu. Kruhový diagram ukazuje pr̊uběhy proudu,
momentu, výkonu, ztrát a skluzu ve všech provozńıch stavech AS. Je to geometrické mı́sto konc̊u
fázoru proudu statoru při plynulé změně skluzu. K sestrojeńı kruhového diagramu se využ́ıvá
hodnot proudu, př́ıkonu a účińıku naměřených při chodu naprázdno a při chodu nakrátko, tj.
při zabržděném rotoru, a naměřené hodnoty odporu statorového vinut́ı.

Vedle těchto klasických metod je možné použ́ıt některou z dynamických metod identifi-
kace systému. Tyto metody vycháźı z měřeńı daľśıch charakteristik, jako je např. přechodová či
impulsová charakteristika. Tyto metody je možné naj́ıt např. v [7].

Následuj́ıćı simulace budou prováděny s parametry AS źıskanými z [5]. Jedná se o stroj
F160MD4− 08L z konstrukčńı řady firmy ČKD-Trakce. Parametry jsou uvedeny v tabulce 2.

Typ Výkon Napět́ı Proud Spoj. Otáčky Frekv. cos ϕ Účinn. Rs R′
r Xh Xs X′

r

- P [kW ] U [V ] I[A] - n[min−1] f [Hz] - η[%] [mΩ] [mΩ] [Ω] [Ω] [Ω]
F160MD4-08L 11 380 22 ∆ 1445 50 0.83 90.4 838 1264 73.4 3.05 3.01

Tabulka 2: Základńı parametry AS.

3 Implementace modelu

3.1 Maticový tvar rovnic AS

Odvozené rovnice 13 a 14 nejsou vhodné pro př́ımou implementaci na poč́ıtači. Důvodem je
omezená podpora práce s komplexńımi č́ısly. Z tohoto d̊uvodu je vhodné tyto rovnice nejprve
vyjádřit v maticové podobě.

Základńı rovnice 11 a 12 AS lze přepsat do maticové podoby:

−→
U s

s = Rs
−→
Is
s +

d
−→
Ψs

s

dt
,

−→
U r

r = Rr
−→
Ir
r +

d
−→
Ψr

r

dt
,

−→
Ψs

s = Ls
−→
Is
s + LshT (ϑ)

−→
Ir
r ,



−→
Ψr

r = Lr
−→
Ir
r + LrhT−1(ϑ)

−→
Is
s , (19)

kde T (ϑ) je transformačńı matice ze systému rotuj́ıćıho rychlost́ı ω (ϑ = ωt) do stoj́ıćıho systému.
Jej́ı tvar je možné zapsat ve tvaru:

T (ϑ) =

(
cos ϑ − sinϑ
sinϑ cos ϑ

)
. (20)

Jelikož se jedná o ortogonálńı matici, plat́ı též T−1(ϑ) = T T (ϑ) [8]. Dále je možné tyto rov-
nice opět transformovat do obecně rotuj́ıćıho systému. Rovnice pro rotor převedeme nejprve ze
systému rotoru do absolutně stoj́ıćıho systému statoru, pak do obecně rotuj́ıćıho systému. Za
předpokladu, že plat́ı:

T (ϑ)
dT−1(ϑ)

dϑ
=

(
0 1
−1 0

)
= −J (21)

a dále s použit́ım pravidla o derivováńı složené funkce dostáváme:

−→
Uk

s = Rs

−→
Ik
s +

d
−→
Ψk

s

dt
+ Jωk

−→
Ψk

s ,

−→
Uk

r = Rr

−→
Ik
r +

d
−→
Ψk

r

dt
+ J(ωk − ω)

−→
Ψk

r ,

−→
Ψk

s = Ls

−→
Ik
s + Lsh

−→
Ik
r ,

−→
Ψk

r = Lr

−→
Ik
r + Lrh

−→
Ik
s . (22)

Takto upravené rovnice lze již př́ımo implementovat v prostřed́ı MATLAB-SIMULINK. Vid́ıme
také, že převedeńı do maticové podoby je možné prostou symbolickou záměnou komplexńıho
č́ısla j transformačńı matićı J .

3.2 Simulinkové schéma

Jak již bylo uvedeno v odstavci o transformaci veličin, je nejvhodněǰśı systém pro modelováńı
ten, který rotuje synchronńı rychlost́ı ωs (ωk = ωs). V tomto systému přejdou stř́ıdavé statorové
veličiny na veličiny stejnosměrné. Vlastńı implementace v prostřed́ı MATLAB-SIMULINK je na
obrázćıch 2, 3 a 4.



Obrázek 2: Simulinkové schéma AS.

Obrázek 3: Simulinkové schéma AS - osa d.

Obrázek 4: Simulinkové schéma AS - osa q.



3.3 Výsledky simulaćı

Na obrázku 5 je zobrazena momentová charakteristika AS ve všech třech provozńıch stavech
AS. V oblasti pro ω

ωs
· 100 ∈ (−100, 0) pracuje AS jako asynchronńı brzda. Rotor je poháněn

mechanickým momentem proti smyslu otáčeńı točivého magnetického pole. V oblasti pro ω
ωs

·
100 ∈ 〈0, 100) pracuje AS jako motor. Přiváděná elektrická energie se přeměňuje v mechanickou.
V posledńı oblasti pro ω

ωs
· 100 ∈ 〈100, 300) pracuje AS jako generátor. Přiváděná mechanická

energie se měńı na energii elektrickou. Odvozený model lze tedy využ́ıt pro simulace chováńı AS
ve všech jeho provozńıch stavech.

Obrázek 6 ukazuje závislost účinnosti na dodávaném činném výkonu. V bodě, kdy motor
odeb́ırá ze śıtě jmenovitý výkon, je účinnost o málo větš́ı než je št́ıtkový údaj (viz tabulka 2).
To je zp̊usobeno zanedbáńım některých ztrát (předevš́ım ztrát v železe a ztrát zp̊usobených
mechanickým třeńım).

Posledńı obrázek 7 zobrazuje časový pr̊uběh přechodové charakteristiky AS. Motor se
nejprve rozb́ıhá naprázdno a v čase t = 0.5s je na něj připojena konstantńı zátěž Mz = 100Nm.

Obrázek 5: Momentová charakteristika.

Obrázek 6: Závislost účinnosti na dodávaném činném výkonu.



Obrázek 7: Přechodová charakteristika AS.



4 Závěr

V uvedeném článku byl odvozen simulačńı model asynchronńıho stroje. Uvedený model pokrývá
jen elektrické vlastnosti AS. Mechanická část modelu je zahrnuta v jiné části celkového modelu
kogeneračńı jednotky. Touto část́ı se tento článek nezabývá.
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