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Abstrakt

Při rozpoznáváńı 2D binárńıch objekt̊u z jejich diskrétńı realizace se využ́ıvaj́ı
r̊uzné principy konstrukce invariantńıch charakteristik. Klasicky trváme na in-
varianci v̊uči posunu (T) a změně měř́ıtka (S). V celé řadě aplikaćı dále vyžaduje-
me invarianci v̊uči rotaci a zrcadleńı, tj. v̊uči transformaćım s ortonormálńı
matićı (O) zachovávaj́ıćım vzdálenosti a úhly. Nejsilněǰśım požadavkem, který
v sobě zahrnuje i TSO invarianci, je afinńı (A) invariance. V práci je využita 2D
Fourierova transformace ke konstrukci TSO a afinně invariantńıch obálek. Ty jsou
pak podkladem pro invariantńı rozpoznáváńı 2D obrazu. Jiný př́ıstup je založen
na harmonické analýze chováńı invariantńıho (TSO nebo A) spektra na kružnici
s poloměrem ω > 0. Tak obdrž́ıme čtyři r̊uzné metody generováńı invariantńıch
př́ıznak̊u, které byly následně realizovány v prostřed́ı Matlab. Testováńı metod
bylo provedeno na úloze o rozpoznáváńı siluet ryb. Byly vygenerovány jak TSO,
tak A transformované obrazy, a následně byla ověřena použitelnost invariantńıch
metod.

1 Úvod

Diskrétńı binárńı 2D obraz může být reprezentován jako obrazová funkce f+ : K2,N → {0, 1},
kde K2,N = {0; . . . ; N − 1}2 je diskrétńı hyperkrychle. Takový binárńı obraz může být upraven
několika typy transformaćı: posunut́ı, transformace s ortonormálńı matićı (rotace, zrcadleńı) a
změna měř́ıtka. Afinńı transformace v sobě zahrnuje všechny tyto tranformace a nav́ıc ještě
protažeńı obrazu a druhou rotaci. Při rozpoznáváńı je využita Fourierova transformace, která je
pro obraz f+ definována vztahem

F+(ω) =
N−1∑

x1=0

· · ·
N−1∑

xn=0

f+(x)e−
2πi
N

ω′ x. (1)

2 Invariantńı rozpoznávaćı systémy

Invariantńı systémy využ́ıvaj́ı normalizovaného spektra

Φ+
f (ω) =

∣∣∣∣
F+(ω)
F+(0)

∣∣∣∣
2

, (2)

které je invariantńı v̊uči posunut́ı obrazu. Abychom dosáhly také invariance v̊uči ostatńım trans-
formaćım, využ́ıváme dva r̊uzné postupy.

2.1 TSO invariantńı systém

Pro dosažeńı invariance v̊uči transformaci s ortonormálńı matićı využ́ıváme horńı a dolńı obálku
spektra Φ, kterou definujeme jako

L+
f (ω) = min

‖ω‖=ω
Φ+

f (ω), U+
f (ω) = max

‖ω‖=ω
Φ+

f (ω). (3)



Z dolńı obálky zjist́ıme referenčńı bod ω∗ = min{ω ∈ R+, L+
f (ω) ≤ 1

4}, který je využit pro
ralativizaci obou obálek. Dolńı a horńı relativizovaná obálka

L∗f
+(ω) = L+

f (ω∗ ω), U∗f
+(ω) = U+

f (ω∗ ω) (4)

je potom invariantńı nejen v̊uči posunut́ı a transformaci s ortonormálńı matićı, ale také v̊uči
změně velikosti, tedy je TSO invariantńı. Vzorky z těchto obálek potom mohou sloužit jako
vzory pro rozpoznávaćı systém.

Jiná metoda je založena na harmonické analýze TSO invariantńıho spektra, které źıskáme
ze spektra Φ+ za pomoci referenčńıho bodu. Toto TSO invariantńı spektrum definujeme jako

Υ+
f (ω) = Φ+

f (ω∗ ω). (5)

Toto spektrum vyjádř́ıme v polárńıch souřadnićıch

ω1 = ω cosϕ, (6)
ω2 = ω sinϕ (7)

pro ω ≥ 0 a ϕ ∈ [0, 2π]. Funkce Υ+(ω cosϕ, ω sinϕ) je periodická ve ϕ pro libovolně zvolené
pevné ω. Funkce tedy může být vyjádřena jako Fourierova řada pro dané ω. Druhé mocniny
absolutńıch hodnot jej́ıch Fourierových koeficient̊u jsou

T+
n (ω) =

∣∣∣∣∣∣
1
2π

2π∫

0

Υ+(ω cosϕ, ω sinϕ)einϕ dϕ

∣∣∣∣∣∣

2

(8)

pro n ∈ N0, ω ≥ 0. Funkce T+
n (ω) jsou TSO invariantńı vzhledem ke změnám ve 2D obrazu f+.

2.2 A invariantńı systém

Z normalizovaného výkonového spektra Φ+ funkce f+ můžeme źıskat radiálně transformované
spektrum Ψ+. Nejprve najdeme vlastńı č́ısla λ+

1 , λ+
2 a vlastńı vektory e+

1 , e+
2 matice

G+ =
(

µ̃+
20 + 1

12 µ̃+
11

µ̃+
11 µ̃+

02 + 1
12

)
(9)

kde µ̃+
pq = µ+

pq

m+
00

, přičemž m+
pq, resp. µ+

pq je obecný, resp. centrálńı moment řádu p + q. Vytvoř́ıme

matice L+ a Q+ tak, že

(
L+

)− 1
2 =

( (
λ+

1

)− 1
2 0

0
(
λ+

2

)− 1
2

)
, (10)

Q+ =
(
e+
1 |e+

2

)
. (11)

Potom již můžeme vypoč́ıtat transformačńı matici

A+ = Q+
(
L+

)− 1
2 , (12)

kterou využijeme k radializaci spektra Φ+

Ψ+(ω1, ω2) = Φ+(A+ω) = Φ+(a+
1,1ω1 + a+

1,2ω2, a
+
2,1ω1 + a+

2,2ω2) (13)

přičemž plat́ı

Ψ+(0, 0) = 1,
∂Ψ+

∂ω1
(0, 0) =

∂Ψ+

∂ω2
(0, 0) = 0 (14)



∂2Ψ+

∂ω2
1

(0, 0) =
∂2Ψ+

∂ω2
2

(0, 0) = −1,
∂2Ψ+

∂ω1ω2
(0, 0) = 0. (15)

K tomuto spektru můžeme opět přistupovat dvěma zp̊usoby. Prvńı z nich zkoumá obálky
spektra Ψ+. Definujeme dolńı a horńı afinně invariantńı obálku jako

L◦f
+(ω) = min

‖ω‖=ω
Ψ+

f (ω), U◦f
+(ω) = max

‖ω‖=ω
Ψ+

f (ω). (16)

Druhá metoda se zabývá harmonickou analýzou tohoto spektra. Obdobně jako u TSO
invariantńıho systému přejdeme k polárńım souřadnićım, přičemž funkce Ψ+(ω cosϕ, ω sinϕ) je
periodická ve ϕ pro libovolně zvolené pevné ω. Funkce tedy může být vyjádřena jako Fourierova
řada pro dané ω. Druhé mocniny absolutńıch hodnot jej́ıch Fourierových koeficient̊u jsou

C+
n (ω) =

∣∣∣∣∣∣
1
2π

2π∫

0

Ψ+(ω cosϕ, ω sinϕ)einϕ dϕ

∣∣∣∣∣∣

2

. (17)

pro n ∈ N0, ω ≥ 0. Funkce C+
n (ω) jsou afinně invariantńı vzhledem ke změnám ve 2D obrazu

f+.

3 Experimentálńı část

Testováńı metod bylo provedeno na úloze o rozpoznáváńı siluet ryb. Siluety deseti r̊uzných druh̊u
ryb použité pro obě dvě ukázky jsou zobrazeny na obr. 1. V prvńı ukázce připoušt́ıme pouze
TSO transformace (obr. 2), každá tř́ıda ryb obsahuje dvacet r̊uzně transformovaných siluet. Na
tyto obrazy můžeme použ́ıt všechny čtyři metody a výsledky porovnat. Obálky a harmonická
spektra byla zkoumána pro ω ∈

[
e−

1
2 , e2

]
. Porovnáńı výsledk̊u bylo zkoumáno hlediska kvality

PCA pro jednotlivé obrazy.

Data pro prvńı metodu, která použ́ıvá relativizované obálky normalizovaného výkonového
spektra pro klasifikaci objekt̊u, jsou źıskávána ve tvaru x = (L∗f

+,U∗f
+). PCA obálek je zobrazeno

na obr. 4. Systém chápe siluety ryb ze tř́ıd R3, R5 a R10 jako zcela odlǐsné od všech ostatńıch.
Vyčleněnou skupinou jsou také ryby R4 a R9. Naopak tř́ıdy R6, R8 a R2, R7 maj́ı podobné
obálky. Druhá metoda provád́ı harmonickou analýzu spektra Φ∗+ a jej́ı data jsou źıskávána
ve tvaru x = (x0, . . . , x10), xi(ω) = ln(1 + T+

2i (ω)). PCA harmonických složek spektra Φ∗+ je
zobrazeno na obr. 5. Také na tomto PCA je dobře vidět, že při klasifikaci ryb ze tř́ıd R3, R4,
R5 a R10 nedojde k chybám. Vzorky harmonických složek ostatńıch siluet ryb se však daleko
lépe rozmı́stily v prostoru, což umožňuje snazš́ı klasifikaci než v př́ıpadě relativizovaných obálek.
Třet́ı metoda zkoumá afinně invariantńı obálky a jej́ı data máme ve tvaru x = (L◦f

+, U◦f
+). PCA

afinně invariantńıch obálek je zobrazeno na obr. 6. Afinně invariantńı systém pokládá za zcela
odlǐsné ryby ze tř́ıd R1, R5 a R7. Z hlediska afinńı transformace jsou si asi nejv́ıce podobné tř́ıdy
R4 a R8. Posledńı metoda se zabývá harmonickou analýzou spektra Ψ+ a jej́ı data sestav́ıme
do vektoru x = (x0, . . . , x10), xi(ω) = ln(1 + C+

2i(ω)). PCA harmonických složek spektra Ψ+ je
zobrazeno na obr. 7. Při harmonické analýze spekter ryb jsou opět vyhraněnými typy ryby ze
tř́ıd R1, R5 a R7. Naopak navzájem podobné jsou si tř́ıdy R9, R10 a R2, R6.

R1 R2 R3 R4 R5

R6 R7 R8 R9 R10

Obrázek 1: Siluety ryb



Obrázek 2: TSO transformované siluety ryb Obrázek 3: A transformované siluety ryb

Ve druhé ukázce připoušt́ıme A transformace (obr. 3) a na takové obrazy již samozřejmě
můžeme použ́ıt pouze druhé dvě metody, které źıskávaj́ı (s odchylkami) stejné př́ıznaky z r̊uzných
afinně transformovaných variant stejného obrazu. Porovnáńı výsledk̊u těchto dvou metod bylo
provedeno opět pomoćı PCA. Data byla z vypoč́ıtaných hodnot vytvořena stejným zp̊usobem,
jako u TSO transformaćı siluet ryb. PCA afinně invariantńıch obálek je zobrazeno na obr. 8 a
pro harmonické složky je PCA zobrazeno na obr. 9. Tyto výsledky jsou obdobné, jako na obr. 6
a 7, nebot’ TSO transformace je součást́ı A transformace.

4 Závěr

Byly představeny čtyři p̊uvodńı metody pro rozpoznáváńı. Všechny metody funguj́ı dobře a
je na nich vidět schopnost klasifikovat binárńı obrazy do tř́ıd podle jejich tvaru. Jsou-li tř́ıdy
obraz̊u navzájem disjunktńı z hlediska afinńı invariance, je možné také pro TSO transformovaná
data použ́ıt metody pro A transformovaná data. Tyto metody dávaj́ı jiné výsledky z hlediska
vzájemné podobnosti tř́ıd, rozložeńı shluk̊u však může být pravidelněǰśı, což má za následek
menš́ı pravděpodobnost chyby klasifikace při vstupu neznámého vzorku z libovolné tř́ıdy. Obecně
se jako lepš́ı jev́ı použit́ı harmonické analýzy spektra než použit́ı obálek. PCA pro afinńı transfor-
mace obraz̊u dává velice podobné rozložeńı shluk̊u, což znamená, že metoda funguje stejně dobře
pro libovolně transformovaná data. Všechny algoritmy byly vytvořené v prostřed́ı Matlab 7.
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Telefon: +420-2-20444212, e-mail: jaromir.kukal@vscht.cz

−2 −1 0 1 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

R9

R10

PCA
1

P
C

A
2

Obrázek 4: PCA pro L∗f
+, U∗f

+ (TSO)
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Obrázek 5: PCA pro harm. spektra Φ∗+ (TSO)
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Obrázek 6: PCA pro L◦f
+, U◦f

+ (TSO)
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Obrázek 7: PCA pro harm. spektra Ψ+ (TSO)
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Obrázek 8: PCA pro L◦f
+, U◦f

+ (A)
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Obrázek 9: PCA pro harm. spektra Ψ+ (A)


