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Abstrakt

Tento prispévek se zabyva rovinnou tlohou simultanniho balancovani inverzniho
kyvadla s pouZitim lineirni stavové teorie regulace. Uloha sice nema vyraznou
praktickou aplikaci, je vSak zajimava z hlediska Fizeni sloZitych mechanickych
systémi. Obecné teoretické vypoty jsou omezeny pouze na pripad s jednim
kyvadlem, ktery byl téZ simulovan a realizovan. Program MATLAB a jeho dopliiky
s vhodné zvolenym hardwarovym vybavenim tvoii uceleny nastroj k teoretickému
rozboru, simulaci i Fizeni realnych regulac¢nich obvodi.

1 Popis systému inverzniho kyvadla na voziku

Rovinny dynamicky systém s vozikem a inverznim kyvadlem viz obrazku 1 je popsan
pohybovymi rovnicemi za zjednoduSujiciho ptedpokladu, ze reakce v ¢epech uloZeni kyvadla
neovlivni dynamiku pojezdu voziku. To je splnéno volbou dostateéné silného motoru. Dal§im

2%

LM X m hmotnost kyvadla
T l ~ ~ 1 x poloha voziku
o d/dt d/dt ® uhel kyvadla

Ménic¢ o ’

y . 0 g tihové zrychleni
\4 \ 4 , LI
. / vzdalenost t€zisté

+-10v MF 604
PC 7 X, poloha t&zisté kyvadla
COM 2 .
OCE 950 : RTT

MATLAB-Simulink

Obrazek 1: Inverzni kyvadlo na voziku

1.1 Pohybové rovnice inverzniho kyvadla a pohonu
Teoretickym predpokladem je soustfedéni celé hmotnosti do stfedu kyvadla. Zanedbanim
momentu setrvacnosti a tfeni v cepu vychazi pohybova rovnice pro kyvadlo viz obrazek 1
X, cosp—y, -sinp=g-sing- (1)
Pro druhé derivace souradnic voziku plati
X,=X—l-sing-¢’>+1-cos - 2.3)
Y, =—l-cosg-¢° —1-singp-¢
Po dosazeni soutradnic voziku rovnice (1) ziskdme

(jc'—losin(pogbz+l~cos¢;~¢)~cos¢7+(l~cos¢)~(p2+l~sin(p~¢5)~sin(p:g~sin¢). 4)



Z teorie systéml je znamo, Ze tento systém ma dva rovnovazné stavy (nestabilni pro @=0 a stabilni pro
o~r ). Linearni aproximaci pies @=0 se ziskava pro maly thel kyvadla od vertikdly ¢ nasledujici
cosp=1
sinp =@
Linearni aproximaci rovnice (4) v nestabilnim bodé¢ @~0 a menSi upravou vychazi nasledujici
linearizovana pohybova rovnice v okoli nestabilniho stavu

i+l-p-g-9=0. (5)
V naSem piipad¢ je pouzit linedrni motor napdjeny tranzistorovym méni¢em s pulsni Sitkovou
modulaci. Pro prakticky navrh parametrii regulatoru je mozné nastavit méni¢ do rezimu regulace
polohy, rychlosti nebo sily. Pro tento pfipad je nejvhodnéjsi uvazovat jako vsup soustavy analogovy
vstupni signal ménice. Pro motor je zavedena zpétnovazebni regulace rychlosti, jejiz pribéh se bude
predpokladat aperiodicky a tedy bude pfiblizné platit

Ti+%=KU(t)» (6)

aproximace:

kde T...¢asova konstanta celého pohonu, K...zesileni rychlostniho servopohonu, U?)...tidici napéti
regulatoru rychlosti. Aby bylo mozné systém fidit musi platit podminka
T, >>T, (7

kde The doba kyvu kyvadla.
1.2 Stavovy model

Dosazenim za zrychleni voziku zrovnice (6) do rovnice (5) a po malé Upravé dostavame
stavové rovnice zjednoduseného linearizovaného systému

K
X=—=x+—=-U
T (8,9)
. g. K
=—x+Zp—-——U
Tt
Nyni lze snadno napsat stavové rovnice v maticovém tvaru
x =Ax+Bu (10, 11)

y:Cx+Du,

kde vstup u je napéti regulatoru rychlosti, vystup y” =[x ¢] a stavovy vektor x je din
jakox" =[x % ¢ ¢]. Vnitini popis linedrniho t-invariantniho dynamického systému, tj. takového
systému, jehoz parametry se v Case neméni, je pln¢ urCen Ctvetici matic A, B, C, D. Matice A a B
vyplyvaji rovnou z rovnic (8) a (9). V maticovém tvaru jsou

0 1 0 0 0
1 K
0 -7 00 T (12, 13)
A= B=
o 0 o0 1 0
0o L & _K
IT | IT

Jelikoz pro D#0 lze systém povazovat za fyzikdln¢ nerealizovatelny, coz je i tento pfipad, plati
pfedpoklad D=0. Systémy s touto vlastnosti se nazyvaji ryze dynamické systémy. Nyni Ize snadno
napsat matici C, kterd pfimo plyne z rovnice y=Cx.

1 0 00
C-=
{0 0 1 0}
1.3 Vlastnosti stavového modelu
Charakteristicky polynom matice A je

det(pI—A)zpz(p+;j(p2—§j (16)

a koteny rovnice det(pl —A) = 0jsou vlastni ¢isla matice A.

- _ L, |gl. 17
U(A)_{/11’/1’27237%4}_{07_T9i\/7} ( )

D:H (14, 15)
0



Systém (A) je stabilni pravé tehdy, maji-li vS§echna jeho vlastni Cisla (poly systému) zapornou realnou
¢ast, tj. lezi v levé komplexni poloroving. Musi tedy platit podminka
Re{A;}<0 i=1,2,3,4. (18)

stabilni Viastni &islo nestabilni Viastni &islo

by I4

Obrazek 2: Vlastni ¢isla matice A
Systém (A, B, C) je fiditelny a pozorovatelny, pokud maji matice Qz a Qp plnou hodnost.
C
Q,=[B AB A’B A’B] o, | CA (19, 20)
"lca?
CA’

2 Stabilizace systému - linearni kvadraticky optimalni Fizeni (LQR)

Zesileni zpétnych vazeb stavového fizeni 1ze urcit nékolika metodami. V MATLABU jsou pro
toto fizeni primo definovany funkce, které maji co nejvice usnadnit navrh. Pro zji§tovani fiditelnosti a
pozorovatelnosti se da s vyhodou pouzit funkce CTRB a OBSV, zatimco pro vlastni navrh regulatoru
potom funkce ACKER, LOR, LORD resp. DLOR . Myslenka stavové zpétné vazby spociva ve vytvorfeni
signalu u zévislého na stavu systému u=-kx, jak je znadzornéno na Obrazku 3, kde k je ve tvaru:

kx = kx, + k,x, + kyxy + kyx, (21
a minimalizuje nasledujici kritérium optimality

JW) = ]E(XTQX +u"Ru)dt - min> (22)

kde S, Q jsou pozitivné semidefinitni matice a R je pozitivné definitni matice. Re3eni této wilohy je
provedeno pomoci tzv. Riccatiho algebraické rovnice

A"S+SA-SBR'B’S+Q=0, potom k=R 'B’S. (23, 24)

Je-1i systém (A, B) fiditelny, pak ustalené linearni kvadraticky optimalni fizeni existuje a stabilizuje
dany systém.

stabilni viastni &isla

u x=Ax+Bu x x
y=Cx+Du
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Obrazek 3: Stavova zpétna vazba Obréazek 4: Vlastni &isla matice A-Bk



3 Vlastnosti diskrétnich systémi
Po diskrétni transformaci je systém popsan diskrétnimi stavovymi rovnicemi ve tvaru:

x(k-+1) = Fx(k) + Gu(k) (25, 26)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

kde matice F, G, C, D maji podobny vyznam jako matice A, B, C, D.

u x(k+1)=Fx(k)}+Gu(k)
y(k)=Cx(k)+Du(k)

Stavovy model inv. kyvadla

x(k)

A

k
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Obrazek 5: Diskrétni systém-stavova zpétna vazba

Nevhodnou volbou periody vzorkovani se miZe systém stat nestabilnim. Proto je nutné vySetfovat
stabilitu diskrétniho systému. Stabilita diskrétnich systému je definovana obdobné jako u systému
spojitych. Linearni diskrétni systém (F) je stabilni pravé tehdy, jsou-li vlastni ¢isla matice F (poly
systému) v absolutni hodnoté mensi nez 1. Musi tedy platit podminka

|4 l<1i=1,2,3,4. 27)

Dalsim krokem je zjiSténi fiditelnosti a pozorovatelnosti diskrétniho systému. Pro systém lze napsat
matici fiditelnosti a pozorovatelnosti, které musi mit hodnost rovnou fadu systému, aby byl systém (F,
G, CO) tiditelny a pozorovatelny.

Q.=l¢ ¢ F6 FG| q,=|c’ ¥ Ffc (F)c] (28, 29)

4 Simulace

Pro simulovani pfechodovych jevl je mozno vyjit bud’ z pfenosové funkce, nebo ptimo pievést
pohybové rovnice na blokové schéma. Zpétnovazebni zesileni byla vypoctena v Matlabu pomoci
funkce LOR viz Ptiloha. Za vstup u je zafazen blok ,,saturace®, ktery reprezentuje maximalni mozny
rozsah analogového vstupu ménice a vystupu méfici karty na urovni £10V. Pocate¢ni hodnoty polohy
voziku a kyvadla byly zvoleny nulové. To ma praktické opodstatnéni, nebot’ kyvadlo je na pocatku
ustaleno ve svislé poloze a vozik na stfedu linearniho vedeni. Pfechodova funkce je odezvou na skok
vstupniho napéti regulatoru rychlosti tj. pfemisténi voziku o 0.1m. Parametry systému pro simulaci
byly zvoleny aby co nejlépe popisovali redlny systém: / = 0.225m, T = 0.01s, K = 1. Dosazenim
parametrd /, K, T do rovnic (12, 13 a 14) jsou ziskany matice

0 1 0 0 0
A_|0 C100 0 0 g_| 100 a c{l 00 o]
o0 0 1 1o 00 10
0 4444 436 0 —444.4
Systém (A, C, B) je fiditelny i pozorovatelny nebot plati hod ( Qr ) =4 a hod ( Qp) =4,
0 0 0]
\ \ 0 0 1 0
0 100 -1-10 100-10
100  -10000  100-10* -1-10° 01 00
Q= . y 0 0 0 11|
0 —444.4 44410 —446-10 Q,=
—4444 —44444 -446.32-10° 44638-10* 0 -100 00
: ' 0 444 44 0
0 10000 0 0
|0 44444 0 44

Systém (A) je nestabilni, nebot’ ma kladny pol Vg/l)

a(A)= {0, 2, 25,2, } = {o,—;,i\/ﬂ ={0;-100;+6.6;-6.6}"



Po stabilizaci vektorem k = [-1; —2.3253; —3.8086; —0.5566] vypoctenym pro simulaci vychazi matice

0 1 0 0
100 132 380.9 55.7
A-Bk =
0 0 0 1
-444.4 -589 -1649.1 -2474
Systém (A-BK) je stabilni, nebot’ plati Re{4,}<0 i=1,2,3,4

o(A-Bk)={4,4,,4,4,}={-1.0056; —99.8951; —9.2194; — 4.7078}.
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Obrazek 7: Vnitini schéma bloku Subsystem

Systém je uveden do labilni polohy jednotkovym skokem poZzadované polohy voziku o 10cm v Case
3s. Tim dojde k vychyleni kyvadla. V tomto okamziku je pfivedena odchylka na vstup regulatoru a
regulator za¢ina pracovat, piechodovy d¢j je skoncen za cca 4s.
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Obrazek 8: Vysledky simulace Obrazek 9: Vystup regulatoru



Z obrazku 9 je patrna maximalni hodnota vystupu regulatoru +0.1. Pfi téchto hodnotach skokové
zmény polohy jesté nedochazi k presyceni D/A pievodniku.

5 Realizace

Laboratorni model je realizovan linearnim motorem na jehoz jezdci je upevnéna
mechanika kyvadla. Na sniméni polohy voziku a uhlu natoCeni kyvadla jsou pouzity
inkrementalni ¢idla. Vystupni signaly ztéchto snimact jsou vzorkovany regula¢ni kartou
MF604 a zpracovany v programu MATLAB-Simulink doplnénym o Real Time Toolbox, kde
je také vytvoren stavovy regulator (obrazek 10). Perioda vzorkovéni byla zvolena 10ms, coz
je nejvyssi frekvence pro celou simulaci, které je mozno dosdhnout na pouzitém PC.
Experimentalni vysledky ukazuji, Ze je tato frekvence dostacujici. Pro navrh zesileni zpétnych
vazeb je pro jednoduchost pouZzita funkce v MATLABU DLQR viz Pfiloha. Pro periodu
vzorkovani 10ms vychazi tato zesileni k = [-0.9286; -2.2354; -3.6533; -0.5351].
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Obrazek 10: Regula¢ni schéma

Parametry pouzitého kyvadla jsou: m = 0.26kg, L = 0.225m z téchto hodnot miizeme vypocitat dobu

3 g 3 9.81
periodou vzorkovani Ty = 10ms vychazi

kyvu kyvadla 7 _5, \/1‘122,, \/1‘0-45:0_7773, tim je splnéna podminka (7). Po diskretizaci

1 0.0063 0 0 0.0037
Fe 0 0.3679 0 0 G- 0.6321
[0 00164 1.0022 0.01 [-0.0164
0 2812 0.4363 1.002 -2.812
Diskrétni systém je fiditelny a pozorovatelny nebot’ plati hod (Qr ) =4 a hod (Qr)=4,,
(1 0 0 0
0 0 1 0
0.0037 0.0077 0.0091 0.0097
1 0.0063 0 0
0.6321  0.2325  0.0855  0.0315
R= 0 0.0164 1.0022 0.01
-0.0164 -0.0342 -0.0409 -0.0438 Q,=
1 0.0086 0 0
-2.812 -1.0477 -0411 -0.1892
0 0.0506 1.0087 0.0201
1 0.0095 0 0
10 0.0915 1.0197 0.302 |

Systém (F-GK) je stabilni, nebot’ plati | A; |<1i= 1,2,3,4

o(F-Gk)={1,4,,2;,2, }={0.3683;0.9119; 0.954; 0.99}.
Vysledky experimentu jsou na Obrazcich 11 a 12, kde je zdznam startu kyvadla ze svislé polohy jako
pti simulaci. Z prubéht je patrné kolisani kolem svislé polohy v rozmezi asi £1°. Tomu odpovida
kolisani soufadnice voziku okolo rovnovdzné polohy v rozmezi asi péti centimetrd. Z této polohy Ize



vozik fidit externim signalem, v realizovaném experimentu skokem pozadované polohy voziku v case
3s. Z odezvy je patrné, Ze vozik zaujme novou rovnovaznou polohu. Ta se 1isi od startovni o 13cm.

Napéti D/A [V]

time [s]
Obrazek 11: Naméfené pribehy Obrazek 12: Vystupni napéti regulatoru

Odchylka polohy oproti simulaci je zplisobena nepiesnym ode¢tenim zesileni servopohonu.
Ridici napéti na D/A pfevodniku je znazornéno na Obr. 12, kde je patrna maximalni vychylka
+10V takZe nedoslo k nezadoucimu ptesyceni regulatoru. Pti chvéni stolu a stroje zaznamenavaji
kyvadla toto chvéni a pti vysoké citlivosti snimact jejich vykyvu a velkém zesileni regula¢nich
smyCek muze téz vznikat samobuzené kmitani. Dal§imi rusivymi vlivy muize byt ohybové kmitani
kyvadla, které je eliminovéno dostatecnym prifezem kyvadla a tfeni v ¢epu, které vSak ptsobi kladné
na prib¢eh regulace.

Obrazek 13: Realizovany model



6 Zavéry
Chvéni voziku i kyvadla v rovnovazném stavu, které je patrné z naméienych prubehi, by bylo
mozné potlacit zvySenim rozliSovaci schopnosti snimac¢e uhlu nato¢eni a zménou tovarniho nastaveni

regulatort rychlosti, polohy a proudu. Pti opakovanych experimentech miize dojit k uré¢itému rozptylu
meéteni, kdy neni pfesné urcen thel kyvadla v okamziku skokové zmény fidici veliciny.

Riziko ptfesyceni D/A pievodniku lze odstranit volbou vétsiho zesileni analogového vstupu.
ZmenSenim periody vzorkovani by se systém vice blizil spojitému systému. To vSak klade vyssi
pozadavky na vypocetni vykon. Mozné by bylo pouziti modulu fizeni v realném case Real-Time
Windows Target, ktery umoziuje rychlejsi zpracovani signaltt nez Real Time Toolbox. Po téchto
upravach by byla prakticky fesitelna loha soucasného balancovani i dvou kyvadel na jednom voziku.
Dalsim vyuzitim této stavové regulace je fizeni pojezdu kocky jetabu s potlacenim kyvani.

Meni¢ frekvence s linearnim motorem umoziuje pfimé fizeni sily. Sestavenim silového modelu
inverzniho kyvadla, kde vstupem by byla sila pusobici na vozik, I1ze dospét k dalSimu feSeni
stabilizace inverzniho kyvadla. Reseni tilohy bez pfijaté linearizace nebylo provedeno, nebot’ neni
realizovatelné s danym laboratornim vybavenim a vypocetnim vykonem.
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