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Abstract 

Tento pøíspìvek pøiná�í nový pohled na mo�nost rozbalení fáze analytického signálu. 

Na rozdíl od bì�nì pou�ívaného algoritmu by mìla tato nová metoda lépe rozli�it 

pøirozené skoky ve fázové charakteristice od bodù nespojitosti, které jsou dùsledkem 

pou�ití základního vzorce, jím� je inversní tangenta. 

1 Analytický signál 

Analytický signál [2] je umìle vytvoøený signál z výchozího signálu. Pùvod výchozího signálu 

mù�e být napøíklad v mìøení nìjaké fyzikální velièiny, a proto jej mù�eme také nazvat reálný 

ve smyslu dal�ího zobecnìní na obor komplexních èísel. K tomuto reálnému signálu je v definici 
analytického signálu pøipojena imaginární èást. Z reálné funkce se spojitým èasem nebo 

z posloupnosti vzorkovaných hodnot vznikne komplexní funkce se spojitým èasem nebo posloupnost 

komplexních èísel. Imaginární èást je definována tak, aby umo�nila snadno analyzovat modulaèní 

efekty nízkofrekvenèních signálù na nosné signály o vy��í frekvenci ne� je nejvy��í frekvence 

modulaèního signálu. K vytvoøení imaginární èásti analytického signálu je u�ita Hilbertova 

transformace. 

Vytvoøení analytického signálu bude ukázáno na jednoduchém pøíkladì, kde vstupní signál  tx  
nech� je harmonický signál. Harmonický signál je obecnì definován jako reálná èasová funkce typu 

     tbtatx   sincos , kde a , b  jsou reálná èísla,   je úhlová rychlost a t  je èas. Mezi 

úhlovou rychlostí   a frekvencí f  platí známý vztah f 2 . Ekvivalentní zápis je 

     tAtx cos , kde amplituda A  a poèáteèní fáze   souvisejí s parametry vý�e uvedeného 

výchozího tvaru. Fáze harmonického signálu, kterou pøedstavuje výraz   t , je lineární funkcí 

èasu. V teorii signálù jsou skládány harmonické signály, které se li�í v amplitudì, fázi a úhlové 

rychlosti. Pro tuto operaci je výhodné znázornit harmonický signál pomocí komplexních funkcí 

v exponenciálním tvaru. Podle známého Eulerova vzorce platí vztah (1). 
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Reálný harmonický signál lze nahradit souètem dvou komplexnì sdru�ených funkcí èasu, tj. 

funkcemi se shodnými reálnými èástmi a opaènými imaginárními èástmi. Mezi harmonické funkce lze 

zaøadit i konstantu, které odpovídá harmonická funkce s nulovou úhlovou frekvencí. 

Absolutní hodnota zmínìných komplexnì sdru�ených funkcí je rovna polovièní amplitudì 

harmonického signálu a ryze imaginární exponent základu pøirozených algoritmù e  je fází. Funkèní 

hodnoty komplexní funkce v komplexní rovinì pøedstavují body nebo také vektory s poèátkem v nule 
komplexní roviny a s koncovým bodem o souøadnicích, které jsou dány reálnou a imaginární èástí 

funkèních hodnot (viz obr. 1a). Koncový bod vektoru ka�dé komplexní funkce z rozkladu 1 se 
s rostoucím èasem pohybuje po kru�nici, co� znamená, �e pøíslu�ný vektor rotuje. V teorii signálù je 

pro rotující vektor pou�íváno speciální oznaèení, a to fazor. Fáze vektoru 
tjj

eeA
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2  se zvìt�uje 

s èasem v kladném smìru a fáze vektoru 
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
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2  se zvìt�uje s èasem v záporném smìru. 

Èasto se hovoøí o kladném, resp. záporném smìru rotace vektoru. Poèáteèní poloha vektoru rotujícího 

v kladném smìru je 



j

eA 2  a poèáteèní poloha vektoru rotujícího v záporném smìru je 



j

eA 2 . 
Výsledek souètu dvou komplexnì sdru�ených vektorù je reálné èíslo. Stejný efekt dává prùbìh 

prùmìtu vektoru 
tjj

eeA



  do reálné osy komplexní roviny (viz obr. 1b). 
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Obr. 1a: Rozklad harmonického signálu 
na dvojici rotujících vektorù 

Obr. 1b: Souvislost mezi rotací vektoru 
a harmonickým signálem 

Harmonický signál  tx  lze tedy také nahradit souètem dvou vektorù, které rotují shodnou 

úhlovou rychlostí ve vzájemnì opaèném smìru a jejich výslednice má smìr reálné osy (viz 2). 
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Analytický signál      tyjtxtz   lze získat tak, �e k danému souètu rotujících vektorù 

NP XXX   se modeluje rovnì� souèet vektorù NP YYY  , které rotují shodnou rychlostí proti 

sobì jako slo�ky vektoru X . O 90 stupòù pootoèený vektor NY  musí vyru�it vektor NX , tj. 

0 NN XY j . Aby vektor Y  mìl koncový bod na reálné ose, je tøeba, aby PY  a NY  byly 

vzájemnì komplexnì sdru�ené. Grafické zdùvodnìní vazeb mezi zmínìnými vektory je zobrazeno 

na obr. 2. 
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Obr. 2: Grafické zobrazení sestavení analytického signálu 



Výsledek souètu      tyjtxtz  , oznaèovaný jako analytický signál, má obsahovat jen 

slo�ky, které rotují kladným smìrem. Pokud vektor Y  bude mít slo�ky tvaru PP XY  j  

a NN XY  j , pak velikost analytického signálu bude PXZ  2  (viz 3), tj. vektor s konstantní 

délkou, která je shodná s amplitudou harmonického signálu (viz obr. 3). 
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Obr. 3: Grafické zobrazení výsledného analytického signálu 

2 Hilbertova transformace 

Hilbertova transformace je u�iteèný nástroj k vytvoøení komplexního signálu, který ve svém 

rozkladu obsahuje vektory rotující jen jedním smìrem. Hilbertovu transformaci lze demonstrovat 

na obr. 4. Vektory PX  a NX , pøíslu�ející výchozímu èasovému signálu  tx  (v pøíkladu kosinus), se 

transformují otoèením o 90° v opaèném smìru na vektory PY  a NY , které pøíslu�ejí Fourierovì 

transformaci èasového signálu  ty , jen� je Hilbertovou transformací výchozího signálu  ty  
(v pøíkladu sinus). 

 

Obr. 3: Grafické zobrazení dùsledku Hilbertovy transformace 

Výsledek transformace je souèin Fourierovy transformace signálu     txX FT  a funkce 

úhlové frekvence  sign j . Pøenos této lineární soustavy lze zapsat vzorcem (4). 
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Originálem k této funkci je ve Fourierovì transformaci následující funkce èasu (5). 
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Hilbertova transformace signálu  tx  je výsledkem výpoètu konvoluce (viz 7) tohoto signálu 

s èasovým signálem z pøedcházejícího vzorce 

 
t

tg





1
HT , 

který pøedstavuje impulsní odezvu lineární soustavy. Odezva je definována pro celou èasovou osu 

s výjimkou jejího poèátku ( 0t ). Vzhledem k nenulové hodnotì odezvy pro záporný èas, není tato 

soustava kauzální, nebo� odezva existuje døíve ne� ji excituje vstupní Diracùv impuls v poèátku 

èasové osy. Transformaèní vzorec Hilbertovy transformace ve frekvenèní oblasti (viz 6) je dán 

souèinem Fourierova obrazu výchozího signálu  tx  a pøenosem lineární soustavy (4). 

       XGY HT   (6) 

Imaginární èást analytického signálu lze vyjádøit rovnì� v èasové oblasti pomocí 

konvolutorního integrálu (7). 
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Proto�e analytický signál je komplexní funkce èasu, jeho èasový prùbìh lze znázornit 

v algebraickém tvaru komplexních èísel, tj. zvlá�� reálnou a imaginární èást, nebo také 

v exponenciálním tvaru, tj. zvlá�� absolutní hodnotu a fázi. Souvislost obou tvarù analytického signálu 

je následující (viz 8) 
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      22
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je absolutní hodnota komplexního èísla a  t  je fáze. 

V intervalu od   do   lze fázi vypoèítat podle vzorce (10). 
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Je ov�em nutné pou�ít informaci o poloze komplexního èísla v komplexní rovinì. Na základì 

podílu    txty  lze urèit jen úhel od 2  do 2 . Harmonické signály souvisejí s rotací 

vektorù, proto pro úhly otoèení vìt�í v absolutní hodnotì ne�   je tøeba hodnoty fáze, které byly 

vypoèteny inverzní funkcí tangens korigovat postupem, kterému se øíká rozbalení fáze. Absolutní 

hodnota analytického signálu má význam obálky jeho reálné èásti. Fázi analytického signálu lze 

interpretovat ve spojitosti s prùbì�nou èasovou zmìnou fáze jednoho z dvojice vektorù, na které lze 

signál rozlo�it, a to vektoru rotujícího v kladném smìru. 

3 Klasický postup rozbalení fáze analytického signálu 

Výpoèet amplitudy analytického signálu je jednoznaèný. Naproti tomu fázi lze zjistit pomocí 

vztahu (10) jen v intervalu od   do  . Fáze harmonického signálu (   tt   ) pøesahuje 

zøejmì pøi urèité úhlové frekvenci uvedené hranice. Vypoètenou fázi podle základního vzorce (viz 10) 

je tøeba rozbalit (unwrap). To znamená, �e napøíklad pøi pozvolném vzrùstu (resp. poklesu) fáze v èase 

je zaji�tìn plynulý pøechod pøes hranici   (resp.  ) místo skoku k   (resp.  ) 
u nerozbaleného èasového prùbìhu fáze analytického signálu. Pøíklad, který demonstruje 

nerozbalenou a rozbalenou fázi harmonického signálu, je na obr. 4. 



  
Obr. 4a: Èasový prùbìh reálné a imaginární èásti 

analytického signálu 
Obr. 4b: Èasový prùbìh zabalené a rozbalené fáze 

analytického signálu 

Obr. 3: Grafické zobrazení reálné a imaginární èásti analytického signálu 

Pøed formulací algoritmu bude odvozena maximální mo�ná zmìna fáze mezi jednotlivými 

èasovými vzorky. Nech� vzorkovací frekvence je tf S  1 , kde t  je èasový interval mezi 

vzorky. Nejvy��í frekvence vzorkovaného signálu má být podle Shannonova-Kotelníkova teorému 

men�í ne� polovina vzorkovací frekvence 2Sff  . Jednoduchými úpravami (násobením 2 , 

náhradou Sf  výrazem t  a zavedením f 2 ) lze obdr�et podmínku pro omezení pøírùstku fáze 

  (11). 
   t  (11) 

Jestli�e bude pøedpokládána teoreticky mo�nost i záporné úhlové frekvence, pak lze zobecnit 

omezení absolutní hodnoty zmìny fáze t  na úhel  . Jestli�e je tedy signál správnì 

nevzorkován, pak nejvìt�í zmìna rozbalené fáze je men�í ne�  . Této vlastnosti lze vyu�ít 

v klasickém algoritmu rozbalování. 

Výchozí posloupnost vypoètených fází od   do   je n , ,2,1,0n  Je zøejmé, �e první 

hodnotu fáze v èasové ose 0  není tøeba mìnit. Pro dal�í hodnoty fáze se rozhoduje o pøiètení 

nebo odeètení úhlu 2  na základì vyhodnocení zmìny fáze 1 nn  . Jestli�e tato zmìna je men�í 

ne�  , pak se rozbalovaná fáze zvìt�uje o 2  a naopak, jestli�e tato zmìna fáze je vìt�í ne�  , 
pak se rozbalovaná fáze zmen�uje o 2 . Tento princip klasického pøístupu rozbalování fáze je 

zobrazen na obr. 5. Pro úplnost, jestli�e je absolutní zmìna 1 nn   men�í ne�  , pak je skok fáze 

nulový. V posloupnosti výchozích hodnot fází se urèí místa pøípadného skoku o hodnotu 2  
nebo 2  a výsledná posloupnost, která støídá rùznì hodnoty 2 , 0, 2 , se integruje ve formì 

postupného kumulovaného souètu, ke kterému se pøiète výchozí posloupnost fází n , ,2,1,0n  

Hodnoty rozbalené fáze signálu se tedy pohybují v pásmech od úhlu   12k  do úhlu   12k , 
kde k  je celé èíslo. 



 

Obr. 5: Grafické zobrazení klasického zpùsobu rozbalování fáze analytického signálu 

4 Nový rekurentní algoritmus pro rozbalení fáze analytického signálu 

Odvození nového rekurentního algoritmu pro rozbalení fáze analytického signálu vychází z [1]. 
Pøedpokládejme, �e máme k dispozici novou hodnotu analytického signálu v èasovém okam�iku nt  a 

minulou hodnotu analytického signálu v èasovém okam�iku 1nt . Tato komplexní èísla mù�eme 

zapsat jednak v algebraickém, tak i v exponenciálním tvaru (viz 12a, 12b). 
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Pomocí rozdílu tìchto komplexních èísel lze vyjádøit zmìnu fáze   (viz 13). 
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Tangenta rozdílu dvou úhlù, tj. pøírùstku fáze je dána podílem (14). 
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Vztah pro urèení tangenty pøírùstku fáze je vhodné upravit do tvaru (15) pou�itím jednoho 

vzoreèku trigonometrické identity. 
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Úprava vztahu (14) na (15) je velice u�iteèná, nebo� nemusíme poèítat sinus a kosinus zmìny 

pøírùstku fáze, ale jednodu�e urèit tangenty tìchto úhlù jako podíl pøíslu�né imaginární a reálné èásti 

komplexního èísla (viz 16a, 16b). 
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Pøírùstek fáze dvou sousedních komplexních èísel (pou�itím vý�e uvedené substituce) lze zapsat 
ve finálním tvaru (17). 

    
   
    












1-nn1

1-nn
arctg1




 nn  (17) 



5 Závìr 

Tento pøíspìvek pøiná�í nástin nové metody rozbalení fáze analytického signálu. Na rozdíl 

od bì�nì pou�ívaného algoritmu by mìla tato nová metoda lépe rozli�it pøirozené skoky ve fázové 

charakteristice od bodù nespojitosti, které jsou dùsledkem pou�ití základního vzorce, jím� je inversní 

tangenta. 

Do uzávìrky nebyla bohu�el tato metoda plnì analyzována. Konkrétní výsledky a porovnání 

se stávající metodou budou zmínìny pravdìpodobnì v autorovì disertaèní práci. 
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