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Abstract

Tento prispévek prinasi novy pohled na moZnost rozbaleni faze analytického signalu.
Na rozdil od béZné pouzivaného algoritmu by méla tato nova metoda lépe rozlisit
prirozené skoky ve fazové charakteristice od boda nespojitosti, které jsou disledkem
pouZiti zakladniho vzorce, jimzZ je inversni tangenta.

1 Analyticky signal

Analyticky signal [2] je uméle vytvoreny signal z vychoziho signalu. Pivod vychoziho signalu
muze byt napfiklad v méfeni néjaké fyzikdlni veli¢iny, a proto jej muZzeme také nazvat redlny
vesmyslu dalsiho zobecnéni na obor komplexnich ¢isel. K tomuto realnému signalu je v definici
analytického signalu pfipojena imaginarni c¢ast. Zrealné funkce se spojitym casem nebo
Z posloupnosti vzorkovanych hodnot vznikne komplexni funkce se spojitym ¢asem nebo posloupnost
komplexnich Cisel. Imaginarni ¢ast je definovana tak, aby umoznila snadno analyzovat modulaéni
efekty nizkofrekvencnich signalti na nosné signaly o vyssi frekvenci nez je nejvyssi frekvence
modulacniho signalu. K vytvofeni imaginarni ¢asti analytického signalu je wuzita Hilbertova
transformace.

Vytvoreni analytického signalu bude ukazano najednoduchém piikladé, kde vstupni signal x(t)
necht’ je harmonicky signal. Harmonicky signal je obecné definovan jako realna ¢asova funkce typu
x(t)za-cos(wt)+b-sin(a)-t), kde a, b jsou redlna Cisla, @ je Ghlova rychlost a ¢ je Cas. Mezi
uhlovou rychlosti @ a frekvenci f plati znamy vztah w=27 f. Ekvivaentni zapis je
x(t)=A4-cos(w-1+¢), kde amplituda 4 a pocateeni faze ¢ Souvisgji s parametry vyse uvedeného
vychoziho tvaru. Faze harmonického signalu, kterou ptedstavuje vyraz w-t+ ¢, je linearni funkci
Casu. V teorii signalt jsou skladany harmonické signaly, které se lisi v amplitudé, fazi a thlové
rychlosti. Pro tuto operaci je vyhodné znazornit harmonicky signal pomoci komplexnich funkci
v exponencialnim tvaru. Podle znamého Eulerova vzorce plati vztah (1).
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Realny harmonicky signal 1ze nahradit sou¢tem dvou komplexn¢ sdruzenych funkci Casu, tj.
funkcemi se shodnymi realnymi ¢astmi a opa¢nymi imaginarnimi ¢astmi. Mezi harmonické funkce lze
zaradit i konstantu, které odpovida harmonicka funkce s nulovou thlovou frekvenci.

Absolutni hodnota zminénych komplexné sdruzenych funkci je rovna polovicni amplitudé
harmonického signalu a ryze imaginarni exponent zakladu ptirozenych algoritmii e je fazi. Funkéni
hodnoty komplexni funkce v komplexni roving piedstavuji body nebo také vektory s po¢atkem v nule
komplexni roviny a s koncovym bodem o soufadnicich, které jsou dany redlnou a imaginarni Casti
funkénich hodnot (viz obr. la). Koncovy bod vektoru kazdé komplexni funkce zrozkladu 1 se
srostoucim ¢asem pohybuje po kruznici, coZ znamena, ze ptisluSny vektor rotuje. V teorii signala je
J @

pro rotujici vektor pouzivano specialni oznaceni, a to fazor. Faze vektoru A/ 2.¢' 7. se zvétsuje

,j.(p‘ 7j.w[

sé&asem v kladném sméru a faze vektoru A4/2-e e " sezvétduje s Casem v zdporném sméru.

Casto se hovoti o kladném, resp. zdporném sméru rotace vektoru. Poéateéni poloha vektoru rotujiciho
v kladném sméru je 4/2-¢’ " apocateéni poloha vektoru rotujictho v zaporném sméru je 4/2-¢ 7.
Vysledek souctu dvou komplexné sdruzenych vektort je realné Cislo. Stejny efekt dava prubéh

primétu vektoru A-e’? -e’“" do realné osy komplexni roviny (viz obr. 1b).
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Obr. 1a: Rozklad harmonického signalu Obr. 1b: Souvislost mezi rotaci vektoru
nadvojici rotujicich vektort a harmonickym signalem

Harmonicky signal x(t) Ize tedy také nahradit souétem dvou vektort, které rotuji shodnou
uhlovou rychlosti ve vzajemn¢ opa¢ném smeéru a jejich vyslednice ma smér realné osy (viz 2).
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Analyticky signal z(t): x(t)+ K y(t) |ze ziskat tak, Zze k danému souctu rotujicich vektort
X =X, + Xy se modeluje rovnéz soucet vektori Y =Y, + Yy, které rotuji shodnou rychlosti proti
sobé jako slozky vektoru X. O 90 stupiiti pootoCeny vektor Y, musi vyrusit vektor Xy, tj.
Yy — /Xy =0. Aby vektor Y mél koncovy bod naredlné ose, je tieba, aby Y, a Yy byly

vzajemné komplexné sdruzené. Grafické zdtivodnéni vazeb mezi zminénymi vektory je zobrazeno
naobr. 2.
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Obr. 2: Grafické zobrazeni sestaveni analytického signalu



Vysledek souctu Z(t) = x(t)+ K y(t), oznacovany jako analyticky signal, ma obsahovat jen
sozky, které rotuji kladnym smérem. Pokud vektor Y bude mit slozky tvaru Y, =—j X,
aYy =7 Xy, pak velikost analytického signdlu bude Z =2-X, (viz 3), tj. vektor skonstantni
délkou, ktera je shodna s amplitudou harmonického signalu (viz obr. 3).
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Obr. 3: Grafické zobrazeni vysledného analytického signalu

2 Hilbertova transformace

Hilbertova transformace je uzitecny nastroj k vytvoreni komplexniho signalu, ktery ve svém
rozkladu obsahuje vektory rotujici jen jednim smérem. Hilbertovu transformaci lze demonstrovat

naobr. 4. Vektory X, a Xy, pfislusejici vychozimu ¢asovému signalu x(t) (v piikladu kosinus), se
transformuji otocenim o 90° v opaéném sméru na vektory Y, a Yy, které ptisluseji Fourierové
transformaci ¢asového signalu y(t), jenz je Hilbertovou transformaci vychoziho signalu y(t)
(v prikladu sinus).

)3

A Re{x(s
Refy(s

—

Im{x(r )
tm{y(s}

Obr. 3: Grafické zobrazeni dtisledku Hilbertovy transformace

Vysledek transformace je soucin Fourierovy transformace signalu X (a)) =FT {x (t)} a funkce

uhlové frekvence — j-sign (a)) Prenos této linearni soustavy lze zapsat vzorcem (4).
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Originalem k této funkci je ve Fourierové transformaci nasledujici funkce ¢asu (5).
1 .
FT{—} ——j-sign(w) (5)
Tt

Hilbertova transformace signalu x(t ) je vysledkem vypoctu konvoluce (viz 7) tohoto signalu
s casovym signalem z piedchazejiciho vzorce
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ktery pfedstavuje impulsni odezvu linearni soustavy. Odezva je definovana pro celou ¢asovou osu
svyjimkou jejiho pocatku (# = 0). Vzhledem k nenulové hodnoté odezvy pro zaporny Cas, neni tato
soustava kauzalni, nebot’ odezva existuje diive nez ji excituje vstupni Diractv impuls v pocatku
Casové osy. Transformacni vzorec Hilbertovy transformace ve frekvencni oblasti (viz 6) je dan

soucinem Fourierova obrazu vychoziho signalu x(t) aprenosem linearni soustavy (4).
V(0)= Gy (@) X (o) (6)
Imaginarni ¢ast analytického signalu lze vyjadfit rovnéz v Casové oblasti pomoci
konvolutorniho integralu (7).
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Protoze analyticky signal je komplexni funkce cCasu, jeho casovy pribéh lze zndzornit

v algebraickém tvaru komplexnich ¢isel, tj. zvlast realnou a imaginarni c¢ast, nebo také
v exponencialnim tvaru, tj. zvlast’ absolutni hodnotu a fazi. Souvislost obou tvari analytického signalu

je nasledujici (viz 8)
()= x(0)+ j ()= E()- " o
kde

E) =y () +y()? (©)

je absolutni hodnota komplexniho ¢isla a ¢ (t) jefaze.

Vintervaluod — 7 do + 7 |zefazi vypoéitat podle vzorce (10).

¢ (1)= arctg(%} (10)

Je oviem nutné pouzit informaci o poloze komplexniho ¢isla v komplexni roving. Na zakladé
podilu y(t) x(t) |ze urit jen Ghel od —7z/2 do + /2. Harmonické signily souviseji s rotaci
vektort, proto pro uhly otoCeni vétsi v absolutni hodnoté nez 7 je tieba hodnoty faze, které byly
vypocteny inverzni funkci tangens korigovat postupem, kterému se fika rozbaleni faze. Absolutni
hodnota analytického signalu ma vyznam obalky jeho realné casti. Fazi analytického signalu lze
interpretovat ve spojitosti s prubéznou ¢asovou zménou faze jednoho z dvojice vektori, na které 1ze
signal rozlozit, a to vektoru rotujiciho v kladném sméru.

3 Klasicky postup rozbaleni faze analytického signalu

Vypocet amplitudy analytického signdlu je jednoznacny. Naproti tomu fazi lze zjistit pomoci
vztahu (10) jen vintervalu od — 7 do + 7 . Faze harmonického signalu (¢ (t): -t) presahuje
ztejme pri urcité tthlové frekvenci uvedené hranice. Vypoctenou fazi podle zdkladniho vzorce (viz 10)
jetteba rozbalit (unwrap). To znamena, ze napiiklad pfi pozvolném vzristu (resp. poklesu) faze v ¢ase
je zgjistén plynuly piechod pies hranici +7z (resp. —z) misto skoku k -z (resp. +7)
unerozbaleného c¢asového pribéhu faze analytického signalu. Priklad, ktery demonstruje
nerozbalenou arozbaenou fazi harmonického signalu, je na obr. 4.
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Obr. 4a: Casovy pribéh realné a imaginarni ¢asti | Obr. 4b: Casovy priibéh zabalené a rozbalené faze
analytického signalu analytického signalu

Obr. 3: Grafické zobrazeni realné a imaginarni ¢asti analytického signalu

Pred formulaci algoritmu bude odvozena maximalni mozna zména faze mezi jednotlivymi
gasovymi vzorky. Necht vzorkovaci frekvence je fy =1/ At, kde At je ¢asovy interval mezi
vzorky. Nejvyssi frekvence vzorkovaného signalu ma byt podle Shannonova-Kotelnikova teorému
mensi nez polovina vzorkovaci frekvence f < fS/ 2. Jednoduchymi upravami (nasobenim 27,
ndhradou f; vyrazem At azavedenim o = 27 f) |ze obdrzet podminku pro omezeni pfiriistku faze
Ag (11).

Ap=w-At<r (11)

Jestlize bude predpokladana teoreticky moznost i zaporné tihlové frekvence, pak 1ze zobecnit
omezeni absolutni hodnoty zmény faze |a) . At| na thel z. Jestlize je tedy signal spravné
nevzorkovan, pak nejvétsi zména rozbalené faze je mensi nez 7z . Této vlastnosti lze vyuzit
v klasickém algoritmu rozbalovani.

Vychozi posloupnost vypoctenych fazi od —z do +7 je y,, n=0,12,... Jezfejmé, ze prvni
hodnotu faze v ¢asové ose y, neni tfeba ménit. Pro dalsi hodnoty faze se rozhoduje o pficteni
nebo odecteni thlu 27 na zdkladé vyhodnoceni zmény faze y, —y,, . Jestlize tato zména je mensi
nez — z, pak se rozbalovana faze zvétsuje o 27 anaopak, jestlize tato zména faze je vétsi nez +
pak se rozbalovana faze zmensuje o 27 . Tento princip klasického pfistupu rozbalovani faze je
zobrazen na obr. 5. Pro tplnost, jestlize je absolutni zména y, —y, , mensi nez 7, pak je skok faze
nulovy. V posloupnosti vychozich hodnot fazi se ur¢i mista pfipadného skoku o hodnotu + 27z
nebo — 2z avysledna posloupnost, ktera stiida rizné hodnoty — 27, 0, + 27, seintegruje ve formé
postupného kumulovaného souctu, ke kterému se pficte vychozi posloupnost fazi y,, n=0,12,...

Hodnoty rozbalené faze signalu se tedy pohybuji v pasmech od thlu (2k - 1)- 7 do uhlu (Zk + 1)‘ T,
kde k jecelé ¢islo.
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Obr. 5: Grafické zobrazeni klasického zptisobu rozbalovani faze analytického signalu

4 Novy rekurentni algoritmus pro rozbaleni faze analytického signalu

Odvozeni nového rekurentniho algoritmu pro rozbaleni faze analytického signalu vychazi z [1].
Predpokladejme, ze mame k dispozici novou hodnotu analytického signalu v ¢asovém okamziku ¢, a
minulou hodnotu analytického signalu v ¢asovém okamziku ¢, ;. Tato komplexni ¢isla mizeme
zapsat jednak v algebraickém, tak i v exponencialnim tvaru (viz 12a, 12b).

2(n)=x(n)+ j- 7 (n) = E(n)-""" (129)
z(n —l) = x(n —1)+ j- y(n —1) = E(n —l)‘ e (12b)
Pomoci rozdilu téchto komplexnich ¢isel 1ze vyjadtit zménu faze A ¢ (viz 13).
Az = z(n)— z(n —1)= [x(n)+ j-y(n)]— [x(n —1)+j -y(n —1)]
=[xr(n)=x(n-2)]+ [y (n) =y (n ~2)]
Az=Ax+j-Ay=AE-¢’ "’ =AE-cos(Ag)+ j-AE-sin(Ap) (13)
Tangentarozdilu dvou Ghld, tj. ptirtstku faze je dana podilem (14).
AE-sn[p(n)-p(n-1)] _sinlp(n)-p(n-1)
tglAp)=tg|p(n)-@ln-1)|= =
(29)=t0lp(n)-p(n-1) AE-cos|p(n)-p(n-1)] cos[p(n)-e(n-1)]

Vztah pro urceni tangenty priristku faze je vhodné upravit do tvaru (15) pouzitim jednoho
vzorecku trigonometrické identity.

tgle(n)- o (n-1)]=

(14)

tg[e (n)] - tgp (n - 1)] (15)
1+1gp (n)]-tgfe (n - 1)]
Uprava vztahu (14) na (15) je velice uZite¢nd, nebot’ nemusime poditat sinus a kosinus zmény

prirtstku faze, ale jednoduse urcit tangenty téchto ihlu jako podil prislusné imaginarni a realné casti
komplexniho ¢isla (viz 16a, 16b).

0 (”) = tg[(/’(”)]z x(n) (16a)
0 (-0 alola-9]- 2 (6

Prirustek faze dvou sousednich komplexnich ¢isel (pouzitim vyse uvedené substituce) 1ze zapsat
ve finalnim tvaru (17).

so=0ln)-plo-1)=arg] 20001 | @

1+60(n)-6(n-1)



5 Zavér
Tento prispévek pifindsi nastin nové metody rozbaleni faze analytického signalu. Na rozdil
od bézné pouzivaného algoritmu by méla tato nova metoda 1épe rozlisit piirozené skoky ve fazové

charakteristice od bodu nespojitosti, které jsou dusledkem pouziti zakladniho vzorce, jimz je inversni
tangenta.

Do uzavérky nebyla bohuzel tato metoda plné analyzovéna. Konkrétni vysledky a porovnani
se stavajici metodou budou zminény pravdépodobné v autorové disertaéni praci.
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