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Abstract

This paper deals with the creation of mathematicaimodel of switched reluctance
motor. The basic mathematical description of SRM isfollowed by several
approximation methods, suitable for measured data qocessing (mainly function of
the electromagnetic flux in dependence on the rotorcurrent and position).

The acquired results of mentioned methods are compad and are used for the choice
of final design of mathematical model of SRM drive.

1 Uvod

Se vziistajici silou dnesni vygetni techniky mameiflezitost vytvdet matematické modely
stale sloZijSich a komplexgSich systém. Pro vytvdeni modelu spinaného reluktaiho motoru je
nutné vhodnym zisobem zpracovat veSkeré n#Eamé hodnoty (magnetigai charakteristiky,
moment setrvénosti ...).

Jak bylo uvedeno vySe je elektromagneticky #kfunkci dvou prominnych a to proudu
prochazejiciho danou fazi i a okamzité polohy ro®r(viz Obr. 2 a Obr. 3). ProtoZze se vSak jedn&
0 namgtené hodnoty je vhodné provést jejich aproximacpiipac interpolaci. Nkteré z moznych
zpasohi prolozeni narfenych hodnot funkc® =f (8,i) budou uvedeny déle (kapitoly 2 a 3).

Zakladni napt'ova rovnice popisujici elektromagnetické poyn SRM Ize rozepsat pomoci
parcialnich derivaci nasledujicimigmbem:

y= RO+ 9¥E.0)
dt

u:R[|“J+a—L_P '+a—LIJB(E (2)
Ji dt 04 dt

u= R[ﬂ+L(z9,i)Bj—i+K(z9,i)Dw

a po Upraw rovnice (4-1) na tvar vhodny pro numeridie§eni dostaneme:
u-RIi-K(3,i)la
L(3,i)

kde funkcelL(8,i)) odpovida okamzité inddkosti a K(8,)) predstavuje okamzityinitel
magnetického toku a jsoudeny takto:

L(ﬁ,i):%, K(ﬁ,i):% (3)

Pro ziskani funkce momenim = f (8,i) Ize uvést porrné dlouhé odvozeni vychazejiciho ze
zakladni nagrové rovnice a z energetické rovnovahy. Celé toteomdni Ize nalézt najklad v [4].
V tomto pipadt se spokojime pouze s nasledujicimi vyslednymihyzta

) = Mhaang(9.1)
m(ﬂ,l)—T

m(ﬂ,i):%“ow(&,i)miJ

Silng ordmovanacast na Obr. 1 naztaje matematicky model jedné faze spinaného
reluktaréniho motoru, jenz byl sestaven na zaklaySe uvedenych vztah(2) az (4).

di = Calt (2

, kde W,

komg

(z9,i)=ijw(z9,i)mi
i (4)



Schéma nezachycuje Vit strukturu ostatnich fazi spinaného relu&téno motoru, nicméh
s p‘edpokladem shodnych paranietrSech fazi je jejich matematicky model totoZnyygmkou
veli¢in uy, i;, atd.) gisluSnych danému fazovému vinuti.

Zbyvaijici bloky na Obr. 1 (mimo sinoramovanolwast) nejsou pro tuto kapitolu podstatné a
jsou uvedeny pouze oriedt& pro pochopeni souvislosti vytteného modelu jedné faze SR-motoru
s navazujici strukturou napgjecich a reguieh obvod. Této problematice se podrabménuje nize
uvedena pouzita literatura (rfapt]).
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Obr. 1: Matematicky model jedné faze SRM

Je tedy #ejmé, Ze pro vytieni matematického modelu SRM bude nutné&t ysarcialni
derivace, tedy funkce =f (8,i), K =f (8,i), ale téz funkcm = f (8,i). Abychom tak mohli &nit je
nejdtive potebné narrené hodnoty funkceép =f (8,i) nahradit gakym vhodnym analytickym
vztahem, ktery by se mohl snadno derivovat ffmauk integrovat.

V nasledujicich podkapitolach (2 a 3) budou popsdtkyeré z moznych Zpsohi vyhodnoceni

nameérenych hodnot spzeného magnetického toMi=f (8,i) (viz Obr. 2 nebo Obr. 3) a nasledné
vytvoreni matematického modelu jedné faze SRM {silrAmovan&ast na Obr. 1).
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Obr. 2: Nangiena zavislost/=f (i) pri J = konst.
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Obr. 3: Nangiena zavislostV/=f ( 4 ) pri i = konst
Uvedené moZnosti sami@meé nejsou vyerpavajici. Lze pouzit nélad aproximaci pomoci
polynomi, ¢i numerickou metodu zaloZzenou na interpolaci tabwjich hodnot. Velmi fesnéreSeni

ziskame také pomoci metody kongch prvki, kterd ovSem klade pamé vysoké naroky na
vykonnou vypgetni techniku.

2 Model faze SRM bez uvazovani syceni mag. obvodu

Za predpokladu, Ze nedochazi k syceni Zeleza, nebo emehe prvnim fblizeni toto syceni
uvazovat, bude se indékost L statorového vinuti spinaného reluktaiho motoru minit pouze
s Uhlem natéeni rotoru a na velikosti proudu bude nezavisla.tBto skuténost mizeme magneticky
tok nahradit vztahem:

kdei je proud & je Uhel natéeni rotoru.
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Obr. 4: Aproximace mag. charakteristik linearni kan

Na Obr. 4 je naz@na mozna linearizace magnetizieh charakteristik. Na#iené hodnoty
(viz zna&ky ,+*) kazdé magnetizmi kiivky jsou proloZzeny fimkou, jenz prochazi gatkem



soudradného systému, tz8¥ =0 proi=0. Pro tuto aproximaci lze pouzit libovolnou mateiciaiu
metodu, nafiklad velmi znamou metodu nejmensSiétverai, ¢i jakoukoli numerickou metodou
minimalizujici maximalni chybu.

Timto zpisobem jsou tedy teny konkrétni hodnoty(8;) pro jednotlivé uhly natgeni rotoru
9 , ¢imZ ziskdme hodnoty funkce jedné ptomeL = f (3) (viz zna&ky ,,0" na Obr. 5, pofipad na
Obr. 7). Tuto zavislost je ovSem &pnutné popsat vhodnym analytickynfedpisem. Nkteré
moznosti matematického popisu funkce f (8) budou uvedeny v nasledujicich kapitolach.

2.1 Aproximace L(8) lichobéznikovou funkci

Nejjednodussi proloZzeni hodnot funkce intlubsti L =f (8) je pouZiti lichokZnikového
pribéhu, jak ukazuje Obr. 5. Z grafu je téZ patrné, ély @uzeny defirini obor funkceL (9) je
rozcélen na rkolik intervali.
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Obr. 5: Aproximace L£) lichobéznikovou funkci

VeSkeré funkcelL (®), K(@,) a m(8,), potebné pro vytvieni matematického modelu
spinaného relukt&niho motoru (viz Obr. 1), jsou potoifeSeny zvlas pro jednotlivé intervaly
s vyuzitim vztah (2), (3) a (4). Vysledné furki predpisy jsou fehled® uvedeny v Tab. 1. Pro
Uplnost jsou dopkny i vztahy pro sfazeny magneticky toW(8,i) v jednotlivych intervalech.
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Tab. 1: Aproximace L) lichobeZnikovou funkci - vztahy zakladnich dgiali

VSechny vysledné funkce jsou téZz uvedeny v grafipkdolz na Obr. 6. K tomuto delu je
mozné s vyhodou vyuzit programu MATLAB. Jakymugpbem lIze postupovat naznge cast
zdrojového souboru uvedeného v [4]. Hodnoty v lidoém bod ziskdme pouzitim vztdh
uvedenych v Tab. 1, péipac nastavenim jen#siho dleni zékladnich rozsahproudu i a Ghlu
natateni rotorud, tzn. zvolenim hugjSi sie.
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Obr. 6: Aproximace Lf) lichobeznikovou funkci - grafické znazemi zakladnich funkci
W=f(F,i),L=FfF,i),m=fF,i),K=f (F,1)

2.2 Aproximace L(9) Fourierovou fadou

DalSim moznym ai@srejSim zpisobem proloZeni hodnot funkce indakstiL =f (3) dle Obr.
4 je ndhrada Fourierovdadou, jejiz obecnyipdpis je nasledujici:

L(3) = % + i( a, cos(ne,d) + by, sin(nawyd) (6)

Z Obr. 7 je na prvni pohled patrné, Zél@h indukcnostiL (8) je soungrny podle osy.
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Obr. 7: Aproximace L) Fourierovouradou

Jedna se tedy o funkci sudou, néhgati: L(8) =L(-83). Fourierovarada takovéto funkce
neobsahujéleny b, a tudiz vyslednéada je pouze kosinova s absolutrtiBnem:



L(3) = % +Y a cos(new,d) @)
n=1
po nahrad absolutnih@lenu jakoa; = % maZeme zapsat vyslednéadu jednodusSeji:
L&) = D a, cos(nw,?) (8)
n=0

Pro vyjadeni funkce magnetického tokW(d,i) uzijeme rovnici (5), do které dosadime

predchozi vztah (8). Dalsi funkde(®,i) a m(8,i), potebné pro vytvieni matematického modelu
spinaného relukt&niho motoru, jsou obeé&ndefinovany rovnicemi (3) a (4). JejictkeSeni pro

indukénostL (8,i), danou analytickymiedpisem (8), vedou na vztahy, uvedené v Tab. 2.

VSechny vysledné funkce ziskané z#mymi rovnicemi (viz Tab. 2) jsou &p zachyceny
i v grafické podob na Obr. 8.
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Obr. 8: Aproximace L) Fourierovouradou grafické znazoeni zakladnich funkci
w=fG1),L=fG,i))ym=Ff@,i),K=Ff (F,i)

Samo¥ejmé nejsou uvedené postupy nahrady #snych hodnot magnetického toku
analytickym gedpisem vyerpavajici a jsou uvedeny spiSe pro ilustraci pgtblematiky. Az dosud
jsme totiz uvazovali velmi zjednoduSujicfedpoklad, Ze nedoché&zi k syceni Zeleza. |tolobt L
statorového vinuti SR-motoru se tedynila pouze s Uhlem nateni rotorud a byla nezavisla na
prochazejicim proudu. Tento gipad vSak vrealnych podminkach nastane velifdka, nebé
spinané reluktami motory velmi ¢asto pracuji pr& v nelinearni oblasti magnetizEich

charakteristik (poppads aZ za tzv. ,kolenem®).



L) = Y a, cos(nwy?)

Y =ilL() =i 1D a, Eos(nw,d)
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n=0 n=0

i 0 — 2 [
m=-9 [ i a, Eosinw,®) |mi | = 210> nia, Bin(nw,s)
AN 2 &

Tab. 2: Aproximace L) Fourierovouradou - vztahy zékladnich wéh

V nasledujici kapitole budou uvedenykteré z mnoha moznych posfupvyhodnoceni
nangienych dat vedouci kiesréjSimu popisu nelinearnich magnetinéch charakteristik.

3 Model faze SRM s uvaZzovanim syceni mag. obvodu

Jak jiz bylo uvedeno, je magneticky t&k obecr funkci dvou promannych a to proudu
prochazejiciho danou fazi a okamzité polohy ro@®r\ tomto gipad zde bude, oprotiipdchozi
kapitole, zohledéno i syceni magnetického obvodu, tzn. v zavislasi velikosti proudui.
Aproximovat funkci dvou progmnych W =f (8,i) je mozné je off mnoha zpsoby. Lze pouZit
napiklad pocastech liearizované (kvazilinearni) magnetidacharakteristiky dle literatury [3] nebo
[5]. Mozna je aproximace pomoci metody nejmengtebral ¢i vyuziti Frohlichovych kivek dle [6].
Nekteré prameny (ndfklad [1] ) uvadji aproximaci inverzni funkce k magnetickému totjufunkce
i=f(W,9). Také vtomto fipadt Ize postupovat mnoha &goby pro ziskani analytickéhdeglpisu
z nangtenych hodnot.. Déle budou uvedeny jéRtaré vybrané postupy.

3.1 Aproximace W(38,i) exponencialni funkci

Na Obr. 9 je nazr@na aproximace magnetérach charakteristk a to s vyuzitim
exponencialnich funkci (ztiky ,,+“ odpovidaji nansfenym hodnotam).
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Obr. 9: Aproximace mag. charakteristik exponendi&mkci

Namgiené hodnoty kazdé magnetiné kiivky jsou proloZzeny nésledujici funkci:

W= l'IJsat [ﬁl_ e_im(ﬂ)) (9)



Timto zpisobem je tedy den nejen parameWs,, ale i konkrétni hodnotj(8;) pro jednotlivé
ahly nat@eni rotorud;, ¢imz ziskame hodnoty funkce jedné proméA =f (). Tu je ovSem of
nutné popsat vhodnym analytickyrfegpisem.
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Obr. 10: Aproximace Af) Fourierovouradou

Z Obr. 10, je na prvni pohled patrné, Zzélgh funkceA(d) je soundrny podle osyy. Jedna se
tedy ot o funkci sudou, nelioplati: A(8) = A(-8) a ot se nabizi moznost prolozit hodnoty této
funkce Fourierovodadou, jenZz nebude obsahovégny b,. Vyslednaiada je tedy pouze kosinova
s absolutninglenem:

AF) = % + Zlan cos(ne,d) (10)
a po nahraglabsolutnih@lenu jakoa; = % miZeme zapsat vyslednéadu jednodusSeji:
AP) =D ap, cos(nwy?) (11)
n=0

VSechny funkcép(3,i), L(3,i), K(8,i) am(8,i), potebné pro vytvieni matematického modelu
spinaného relukt&niho motoru, jsou obeé&ndefinovany rovnicemi (3) a (4). JejicteSeni pro
magneticky tokW(8,i), dany analytickym fedpisem (9) s vyuzitim vztahu (11), vede na vzorce
uvedené v Tab. 3.
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Tab. 3: AproximaceHJ,i) exponencialni funkci - vztahy zakladnichdneli
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Obr. 11: AproximaceHJ,i) exponencialni funkci - grafické znazemnzakladnich funkci
W=f(F,i),L=FfF,i),m=FfG,i),K=f (F,1)

VSechny vysledné funkce jsou téz uvedeny v grafigedol¥ na Obr. 11. K tomutodlu je
vhodné opt vyuzit programu MATLAB. MoZny postup nazhge cast zdrojového souboru
uvedeného v [4]. Hodnoty v libovolném hiodiskame pouzitim vztdahuvedenych Tab. 3. Také
v tomto Fipadt miZzeme nastavit libovolnéeteni zakladnich rozsahproudui a Uhlu natéeni rotoru
9, tzn. zvolit hustotu st

3.2 Aproximace W(8,i)) pomoci splini

VySe uvedena kapitoly ukazuji, Ze volba spravnédenV =f (i,9) je zakladnim krokemip
vytvoieni matematického modelu. Ze statistického hledis&anejlepSi volbou jevi aproximace
nangfenych hodnot metodou nejmenSittveral, ale totoreSeni (stej jako ostatni aproximujici
funkce) programem MATLAB neumadije runé definovat okrajové podminky. V literdwi[2] jsou
diskutovany #izné detaily tykajici se aproximaci a také moZnaikatieSeni vyhovujici dokonce
i okrajovym podmink&m, ale tato oblast je spojenasha matematickymi a numerickymi problémy.

MATLAB - SPLINE toolbox nabizi &kolik funkci pro aproximace a interpolace z nichz
csape (cubic spline interpolation with end conditiong) jedinou funkci, jenZz umdaje nastavit
i okrajové podminky. BohuZel nejtsi nevyhodou interpolace jako metody je to, ZezpednoduSeni
vysledné funkce &ast&nou aproximaci vstupnich dat je vybrano pouzkolik uzli z celé sady
tabulkovych hodndtse zanedbanim vSech zbyvajicich dat bez vlivuyséednou funkci. Jako jeden
z moznych postup zpracovani naSich naienych hodnot se jevi pouZitékieré z aproximujicich

! Pro interpolaci neni vhodné vyuZit celoti sitenych (bez filtracéi aproximace ne zcela@snych) dat,
neba’ se obeckjedna o hodnoty, které séigiusné funkci pouze viag mére priblizuji.



funkci ( nap. csaps — cubic smoothing spline ) pro vygenerovani naadyshodnot, které pouzijeme
jako vstupni data pro interpolujici funkcsape se zadanymi okrajovymi podminkami (viz [7]).
Existuje vice moznyclieSen?, ale podivejme se blize na polynomické q@stech spojité funkce
(pp - piecewise polynomial form) pouZité jako aproa&ie, popipac interpolace tabulky hodnot,
jenz Ize pormdrng jednoduSe derivovat nebo integrovat. VSechny péuftinkce vice progmnych
toolboxu SPLINE jsou zaloZeny na tenzorovémcgaufunkci. Mgjme dw funkce dané polynomy:

4

f=>ax", g :ij ol (12)
i=1

i=1

timto zpisobem jsou v pro&di MATLAB definovany jednotliv&asti kubického splinu jedné
proménné vpp — tvaru . Tenzorovy s@in obou funkcif ag je potom nasledujici:

4 4 ) .
frg=>>c, 'y (13)
i=1j=1
Pokud nahradime magneticky tdktimto kubickym splinem dostaneme obdobny vztah:
4 4 ) )
w=>>mc, Oy (14)
i=1j=1

kde horni indexym, n uréuji v magnetizani charakteristice pozici aktualniho boddti¢cpmz
™c; je matice se ¥4 komponenty, iznymi pro kazdou mxn &asti (viz jednotlivé plochy na Obr.
12). Déle uvaZzujeme tyto pomocné vztahy:

X =i -uzel_i(m) pticemz wuzel_i(m) < i <uzel_i(m+1) (15)
y=98-uzel #(n) pricemz uzel #(n) £ & <uzel F(n+l)
Sekvence hrasnich bodi, uzel_i(m), uzel #(n), je predpokladana pouze v&tajici.

Poznamenejme zde, Ze kigad: interpolace je spolehlivost sérzdvisla na spravné valliéchto uzh
(tj. hraninich bodh).
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Obr. 12: Nahrada funkc&/=f (2, i ) kubickym splinem

Pro snazsi jfgdstavu je na Obr. 12 graficky zndzowa jak magnetizami charakteristika
W(i,9), tak i mozné rozteni vysledné splinové funkce n&kolik samostatnych ploch, vzniklych
vhodnou volbou bai uzel_i(m) a uzel_# (n), piicemz kazda zthto ploch je ufena pislusnou
matici ™"c;; a vySe uvedenymi vztahy (14) a (1Byanice mezi defiginimi intervaly jsou vyzngeny
v grafu silnymic¢ernymi kivkami.

%2 Toolbox SPLINE programu MATLAB umditije pracovat s tzvB‘ a ,pp‘ tvarem splirt.



Se znalosti analytickéhaqalpisu funkce¥(8,i), viz vztahy (14) a (15), izeme na zaklad
rovnice (3) ziskat funkci okamzité indtrtosti L(B i) a okamzityginitel magnetického tok(9,i):

L—&(sz” Xy j 22(4—0[1% o¢ Oyt (16)

i=1j i=1j=

(zzmn D(4 i 4—jJ:ZZ(4_ j)ljﬂ'nci‘j D(4—i I:y3—j (17)

i=1]j i=1j=1

Pro ziskani funkce momenta (8,i), definovaného vztahem (4), @ppouzijeme analyticky
piedpis funkce magnetického toRH(8,i) dle rovnice (14). Na z&klgdzmiréné definice utime
nejprve integraci vztah pro ko-energii magnetickéube Wyomg(3,i). Integral musi byt vyptien
jednotlivé pro kazdy defirini interval, jak je nazr@no dale.

Wkomg=i£w(z9,i)mi j(zzln Xy J]mx+...+

i=1]j

+T(iz4“ m,nci’j x4 Ey4—ijX+J'£Z4:Z4: m+1,nCi’j K4 w4-j)mx

o\li=1j=1

(18)

Nékteré pouzité symboly a pramné jiz byly popsany. Vyznam ostatnich je patrngfgma

Obr. 13. V porovnani sipdchozim Obr. 12, se jedna v podstat 2D zobrazeni magnetiasd
charakteristiky pro zvoleny uUhel na&emi rotoru, picemz zvolené defidni intervaly #stavaji
zachované. Vysledny vztah pro ko-energii magnetiokpole W,,mg pro dany uhel nateni rotoru
a pislusny proud prochazejici jednim statorovym vimue nasledujici:

4 4

Wkomg: Z% C, ] D(ls i B/4 j+ +225L mnCi’j D(mS—l w4—] +
i=1j=

i=1j=

i=
Lo 1 5—i ,4- |
m+1n -i -
+§:§:5_{| Ci,jD( oy’

i=1j=1
m 4 4 5| 4 4
— Lk,n -1 4-j _1 m+ln 5-i 4-j
Wkomg_z zz 5-i Cl,j D(k Ey +225—i c;|,j [x Ey (19)
k=1 i=1j=1 i=1j=1
A
1'nci,1 Z'nci,J m,ncivJ m+1nci,1
X
v <>
/
I »
0 il i2 im-l im i im+1

Obr. 13: Funkce{ i )| s=konst; Vypaiet ko-energie mag. polei¥ig

Se znalosti analytickéhoigulpisu funkceWyomg, miazeme nyni k vyjateni okamzitého
momentu SRM vyuzit iimo rovnici (4). Nutna derivace ko-energie magneim pole spolu
s vyslednym vztahem pro moment je nasledujici:



m:i(zm: izs_il k,nCi j D(k5—i |:y4_j +ZA:ZA:5_{| m+lnCi j D(S—i Ey4—jj

oylici iz Y i=1j=1 '

m:i ii% k,nCiYj D(k5—i Ey3—j +ii% m+LnCi,j D(S—i Ey3—j (20)
k=1i=1j=1 i=1j=1

Jak je patrné ze rovnic (4-14) az (4-20), vSechypoity (pro W, L, K, Wyemg @ m) vyZaduje
pouze maticé""c; a pole definujici uzlové bodyzel_i(m)auzel_& (n).

K vypoctu vSech uvedenych vztahe vhodné pouzit funkdinder opst z toolboxu SPLINE
programu MATLAB. Tato funkce umdgje vypaiet jednotlivych srérovych derivaci (vypéetL a
K) a integraci (vyp&et Wyomg), ale i jejich kombinaci @{my vypaset m). Je nutné pouze nastavit
vhodné parametry funkdader (blize v manuélu toolboxu SPLINE).

VSechny vysledné funkce jsou préepled a moznost vzdjemného porovnanét apvedeny
i v grafické podob na nasledujicim obrazku.
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Obr. 14: Aproximace¥ () kubickym splinem - grafické znazemnzakladnich funkci
Y=f(F,i),L=fF,i),m=1,i),K=Ff F,1)
4 Zavér
Pouziti uvedenych metod aproximace funkd&d,) bude zavislé zejména na tvaru
magnetizénich charakteristik konkrétniho reluktawiho motoru a poZadované fegnosti
matematického modelu. Pro pochopeni z&kladnicitndad SRM a jeho chovanfgng¢ vysta&ime

s jednodus8si variantou nahrady funkcéagpného magnetického tok(8,i) nagiklad aproximaci
L(8,i) lichobsznikovou funkci (viz kapitola 2.1). Pro blizSi zkoani SRM a matematickou simulaci



specielnich vlastnosti tohoto motoruifppdnou analyzouiznych typi regul@&nich smyek (proudu,
popr. ot&ek, atd.), tak aby odpovidal skéme€mu stroji, je vhodné pouZzitkterou precizijsSi metodu
nahrady zrsrené funkcal(8,i) nagiklad aproximaci pomoci splin(viz kapitola 3.2).
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Obr. 15: Chybové funkce — porovnani jednotlivycloapnaci:
a) Aproximace L#) lichobeznikovou funkci; b) Aproximaced)(Fourierovouradou
c) Aproximace(J,i) exponencialni funkci; d) Aproximad&dJ,i) pomoci kub. splif

Abychom ziskali alespo hrubou pedstavu o fesnosti jednotlivych aproxiniaich metod,
uvedenych v fedchozich kapitolach, jsou na Obr. 15 zachycenypahy funkce popsanych variant.
Na prvni pohled jeizjmé, Ze velmi dobrych vysletikze dosdhnout s vyuzitim kubickych spli(dle
kapitoly 3.2). Tato metoda byla tudiZz zvolena pytvereni matematického modelu (viz Obr. 1 &iln
oramovand&ast) konkrétniho spinaného reluktafho motoru.
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