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1. UVOD

Clanek se zabyva zménou modalnich a stabilitnich vlastnosti kloubové podepteného nosniku,
v zavislosti na pocatecnim (nezatizeném) prohnuti a na velikosti a zplisobu zatizeni tohoto nosniku.
Uvedené vypocty jsou provedeny pomoci MKP v prostfedi Matlab — toolbox RFEA. Stru¢ny
popis tohoto toolboxu je uveden v zavéru ¢lanku.

Clanek vznikl jako snaha naznagit 10" M#(load EnTF)
mozné pti¢iny “neocekavaného” chovani
vlastni frekvence (experimentalné
zjisténé) konstrukei pfi zatizeni v blizkosti
meze stability [2].

Dalsim motivem bylo zjistit, jaké
rozdily v modalnich a stabilitnich
vlastnostech nastanou, pokud objekt
naseho zajmu vyjmeme z realného
prostiedi a redlného zatizeni okolni af
konstrukce a budeme provadét testy
nahradnim zpiisobem, tedy zatéZovanim v °|
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Dal§im podnétem bylo sledovani vlivu Step of preload ]
nedokonalého tvaru konstrukce (pocatecniho prohnuti), jehoz synergické ucinky ke zptisobu zavedeni
zatizeni budou také ukazany.

-

Eigenvalue [}

Jako hlavni sledované parametry modalnich vlastnosti MA (Modal Analysis) a stabilitnich
vlastnosti BA (Buckling Analysis) budou v ¢lanku sledovany hodnoty vlastnich ¢isel a vlastnich tvart
testovaného nosniku.

2. POPIS TESTOVACI ULOHY
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2.1. Popis konstrukce nosniku a definice jeho poc¢atecniho nezatiZzeného tvaru
Vsechny nasledujici Givahy se budou vztahovat k nosniku (viz obr. na pfedchozi strance) na

jednom konci kloubove uchyceného a na druhém prosté podepieného, s nasledujicimi geometrickymi

charakteristikami:

Material: Dural: E = 70600 MPa, p = 2.8e-9 * (10"3 *kg/mm"3)

Geometrie fezu: h=2mm, b=20 mm, A =40 mm?, J = 13.3333 mm*,

Geometrie stfednice nezatizeného nosniku: Lo =300 mm, y(x) = qo*sin(pi*x/Lo) mm

Pro navrzenou soustavu bude, z hlediska geometrie, sledovan vliv velikost poc¢ate¢niho prohnuti qo.

Geometrie testovaného nosniku byla zvolena s ohledem na uvahy provedené v kap. 3.3

2.2. Popis zatiZeni nosniku: silou (F_en) nebo posuvem (ux_en)

Nosnik je do uvazovaného staticky rovnovazného deformac¢niho stavu uveden silovym
zatizenim F_en nebo vynucenym posuvem kloubové podpory ux_en.

Nezavislym parametrem zatiZeni (rovnovazného stavu) budou v dal$im vyhodnoceni stavy dané
bud’ silou F_en, nebo ekvivalentni silovou rekci ve sméru vynuceného posuvu ux_en. Tedy dany
zatézny stav bude (pro oba zplsoby zatizeni) vzdy odpovidat shodnému ,,statickému” stavu napjatosti
nosniku.

Metitko zatézovych stavl, pod kterymi je vykreslovan postup zatizeni, je oznaceno jako
Step of preload, jeho nulova hodnota odpovida nulovému zatizeni a hodnota rovna 1 odpovida
kritické Eulerové sile: Fcre =103.23 N pro uvazovany dokonale pfimy nosnik.

3. ZAKLADNI PRINCIPY

3.1. Popis ulohy
Krok 1) Nosnik je staticky zatizen [3], [5], [6]. [7]. [8

a jeho rovnovazny stav je popsan tangencialnimi pohybovymi rovnicemi:
(KSA+Aba*KD+Ama*M)*U=0
kde: Globalni matice systému : M - matice hmotnosti
KSA - matice aktualizované linearni tuhosti
KD - matice diferencialni tuhosti.
Diagonélni matice vlastnich ¢isel:
Ama (modalni) => vlastni frekvence systému: f; [hz]
fi = imag( sqrt( Ama;) )/ (2*pi)
Aba (stabilitni) => linearni predikce ztraty stability - kritické zatizeni Fer; [N]
Fer= Aba; * ( Load increment; )
Matice vlastnich tvard : U

Krok 2) Ze systému tangencilnich pohybovych rovnic jsou uréeny [5], [7], [8], [9]:

A) Modalni parametry: vlastni ¢isla Ama a vlastni tvary Uma systému:
(Aba; = 1 - odpovida aktualnimu stavu zatizeni ,,nenormovana hodnota“)

((KSA+KD)+Ama *M ) * Uma =0

Rovnovazny stav je staticky stabilni, pokud je Ama realné zaporné ¢islo.

B) Stabilitni parametry: vlastni ¢isla Aba a vlastni tvary Uba systému:

(Mj; = 0 odpovida nehmotné konstrukci — hmotnost neovliviiuje statickou stabilitu)

(KSA + Aba * KD ) * Uba =0

Vypoctena hodnota Aba urcuje nasobek aktudlniho zatizeni, pfi jehoZ dosazeni se systém
ocitne v stabilitné meznim stavu, je vztaZzena k aktualnimu rovnovaznému stavu a je zavisla
na velikosti pfirtstku zatizeni mezi uvazovanymi rovnovaznymi stavy. Aby bylo mozno
snadno interpretovat vysledky je tato hodnota pro cely zatéZzujici cyklus normovana tak, aby
byla vzdy vztazena k jedné hodnot¢ zatizeni, kterou je v dale uvedenych ptikladech stav
zborceni dokonale pfimého nosniku (Eulertiv vzpér). Tedy pro Aba, = 1 => Piedpovézeno
zborceni pii Fcre=103.23 N (nebo ekvivalentnim vynuceném posun ux_en).



3.2. Rozdil ve zpiisobu zatiZeni

Jak jiz bylo uvedeno, zatizenim silou F_en nebo vynucenym posuvem ux_en bude konstrukce
uvedena vzdy do shodného “statického* stavu napjatosti.

Oba tyto zplsoby zatizeni jsou krajnimi ptipady, pii uvazeni, ze nosnik je kritickym mistem realné
konstrukce, kde okrajové podminky uloZeni (ve sméru zatiZzeni) vlastniho nosniku nejsou piesné
znamy. Rozdil v typech zatiZeni si také miZeme pfedstavit poméme snadno jako rozdil mezi realnym
nosnikem zatézovanym na konci silou (magnetickou, acrodynamickou, lidskou ...) anebo, pro ptipad
zatiZzeni vynucenym posuvem, jako jeho umisténi do trhaciho stroje ¢i jeho lokalnim nahfevem v
ramci fadové tuzsi konstrukce.

Nékde mezi témito extrémy pak lezi dalsi realné priklady:

- Zatizeni silou pii soucasném piipojeni velké hmoty ("mimo gravita¢ni pole") na podepteny konec
nosniku - zde budou logicky ovlivnény MA vlastnosti, ale BA vlastnosti by mély zlstat totozné s
pfipadem zatiZeni prostou silou (kap. 5.3).

- Nosnik je zabudovan do konstrukce (napf. mostni) nebo mechanizmu - je tedy pfidana tuhost.

Zde by mély byt ovlivnény MA i BA zcela obecné (kap. 5.3).

Prakticky rozdil mezi obéma zakladnimi zplsoby zatiZeni je také dobie patrn pii pohledu na
vlastni tvary pii modalni analyze (pro pfedstavu pfedpokladejme znacné prohnuty nosnik). V ptripadé
zatizeni silou F_en bude v misté pravé podpory ve sméru x KMITNA, kdeZto v ptipadé vynuceného
posuvu ux_en bude ve shodném DOF(Degree Of Freedom) UZEL.

3.3. Diskuse ztraty stability

Pti podrobné;jsim pohledu na zde prezentovanou tlohu zjistime, Ze pro piipady pii qo ~= 0 mm
vlastné nedochdzi ke ztraté stability (ve smyslu jeji fyzikdlni definice), ale k silné nelinedrni
,»skokové zmeéné ohybové tuhosti - v statické rovnovazné poloze ma zde soustava minimum
potencialni energie (Lidove feceno: ,,Ohybova tuhost nosniku neklesne nikdy na nulu, a tedy v okoli
kazdé staticky rovnovazné polohy to mtize alespon troSku kmitat*). Toto ale neni obecnou vlastnosti
tohoto typu tuloh, ale zamérné vyuziti navrzenych rozmérii nosniku proto, aby tlloha byla i pro zatizeni
vétsi nez Fere tesitelna Newton-Raphsonovu iteraéni metodu v MKP. Lze ale konstatovat, Ze
zévislosti dale uvedené budou mit, az do velikosti kritického zatizeni Fcre, obecny charakter bez
ohledu na chovéni konstrukce ve stavech po ,,ztraté stability (ve smyslu jejiho technického chapani).
Poznamka: Béhem simulace 1ze ale narazit na bifurkaci (chaotické chovani), a to v ptipadé kdy
pouzijeme zatizeni vynucenym posuvem (nebo silou vétsi nez Fcre) a pii buzeni pti¢éného kmitani
zavedeme do konstrukce vétsi mnozstvi energie, takové, ze dojde k ,,preskoku‘ nosniku pies rovinu
podpor do druhé rovnovazné polohy. Tento ptipad béhem feseni (pro velmi maléa qo) také nekolikrat
energie byl tento pfeskok tedy zplisoben jinym zdrojem ,,perturbace* - pfi numerickém iteracnim
feSeni neni oSetiena velikost a smér iteracniho kroku ... (uvedené stavy nejsou obsazeny v
publikovanych vysledcich).

3.4. Typicky pribéh deformaci:
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4. LINEARNI DEFORMACE — PRIMY NOSNIK
>

go =0 mm | F_en N

- o= %
% X 7 ux_en[mm]

Modalni vlastnosti nosniku bez zatiZeni
Pro model: Kloub — Podpora i Kloub -Kloub jsou modalni vlastnosti totozné:

1. vlastni (-Ama;)=0.1011e+06 => f, = 50.6 Hz T T T T e

frekvence e T B
2. vlastni (-Ama,) =1.6212e+06 =>f, =202.6 Hz e
frekvence KT e DT T

Modalni vlastnosti ( -Ama,) zatizeného nosniku:
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Stabilitni vlastnosti (Aba) zatizeného nosniku:

Zatizeni silou F_en Zatizeni posuvem ux_en
BA(load EnFM) BA{load EnTR)
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oar Aba, =1 => zborceni v: 0.5 Aba, =1 => zborceni v:
Fcr1 =1*Fcre=103.23 N Fcrl =1*Fcre=103.23 N
0= : ' 0= ! !
i 05 1 1.5 0 0.s 1 1.5
Step of preload [ Step of preload 1

Vypoctené hodnoty se vérné shoduji s hodnotami, které Ize ziskat analytickymi vypocty.
Z uvedenych vysledki je také ziejmé, Ze u dokonale ptfimého nosniku nema zptisob zatézovani vliv na
modalni a stabilitni parametry. Toto je dano tim, Ze tvary kmitu i zborceni jsou ortogondlni k
deformacnimu tvaru (zkraceni nosniku bez prihybu) a také ke sméru sméru zatéZzovani ¢i vynucenému
posuvu.



5. NELINEARNI DEFORMACE — PROHNUTY NOSNIK
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5.1. Zatizeni silou(F_en) a posuvem(ux_en) pri velmi malém prohnuti (qo < 1mm)
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Porovnanim uvedenych zavislosti je ziejmé, ze modalni i stabilitni parametry reaguji velmi citlivé
na zpusob zavedeni zatizeni.

Pro zpiisob zatizeni silou F_en a pro zatiZzeni niz$i nez kritické Fcre, se uvedené pribéhy shoduji
s hodnotami pro dokonale piimy nosnik. Rozdil vznika pouze v okoli kritického zatizeni Fcre a v
post-kritickém zatizeni (diskutovano v kap. 3.3). Vypoctené hodnoty se velmi dobie shoduji s
oc¢ekavanim [1], [2], [8].



Pro zplisob zatizeni posuvem ux_en se hodnoty odchyluji od hodnot pro dokonale pfimy prut v
celém rozsahu. Jiz od nulového zatizeni se projevuje vzajemné ovlivnéni kmitani DOF v ose x
vzhledem k DOF v ose y. Tato vzajemna vazba propojuje dva modalni tvary ,,pFiény* (DOF-y) s
nizkou vlastni frekvenci a ,,podélny* (DOF-x) s vysokou vlastni fr. Velikost této (propojovaci) vazby
roste spolu s poc¢ateCnim prohnutim qo a s ristem zatizeni. Tento trend je tak intezivni, Ze bez
problémi zvysi vlastni fr. prvniho vlastniho tvaru nad hodnoty vlastni fr. druhé¢ho vlastniho tvaru a to
i pro zatizeni hluboko pod tGrovni kritického zatizeni Fcre. Na oblast, kdy ,,prvni vlastni tvar” bude
mit vyssi vlastni fr. nez ,,druhy vlastni tvar®, je zamétena nésledujici kapitola.

Pokud se podivame na uvedené vysledky z pohledu nékoho, kdo nezna pocate¢ni prohnuti qo ani
nezna presny zplsob zatiZzeni, je zfejmé, Ze identifikace vazby mezi vlastni fr. (experimentalné
zjisténou) a zatizenim je krajné obtiZzna.

Podivejme se na stabilitni vlastnosti BA. Pro pfipad zatiZeni silou F_en se prib&éh Aba, shoduje

s ocekavanim (neni citlivy na zménu qo). Pro zatiZeni niz8i nez Fcre ptedpovida kritickou silu rovnou
Fcre (viz kap. 3.3) a pro vys$i zatizeni neni mozno tyto hodnoty pouzit pro predikci dalSiho kritického
stavu, nebot’ vypoctené hodnoty jsou velmi citlivé na velikosti zatizeni a nedochéazi k jejich ustaleni
na predikci dal$iho kritického stavu.

Pokusme se nyni podivat na vysledky pro zatizeni vynucenym posuven ux_en z pohledu nékoho,
kdo se snazi ziskat predikci kritického zatizeni pomoci MKP-BA ... Pokud by nosnik byl ulozen v
ramci konstrukce (viz také kap. 5.4), ktera by se pfi zat€Zovani nosniku chovala dle vzoru vynuceny
posuv —nebudeme touto metodou upozornéni na skutecné zatizeni, pii kterém dojde k vybouleni
(vyrazné zmeén¢ tuhosti — viz kap. 3.3).

5.2. Zatizeni silou(F_en) a posuvem(ux_en) pri malych prohnutich (qo > 1 mm)

Vypoctené pritbéhy v této kapitole jsou uvedeny s ohledem na ptipad zatizeni vynucenym posuvem
ux_en. Je zde ukazano, jak zatimco hodnoty pro druhy vlastni tvar a jemu piislusici vlastni fr.
zustavaji viceméné necitlivé k hodnotam pocatecniho prohnuti qo, tak hodnoty vlastni fr. odpovidajici
prvnimu vlastnimu tvaru spolu se zvétSujicim se qo rostou, az se posouvaji nad hodnoty vlastni fr.
ptislusejici druhému vlastnimu tvaru.
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ZatiZeni vynucenym posuvem: ux_en
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5.3. Vliv osamélé hmoty v misté zatiZeni
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Vysledné prubehy ziskané vypocétem potvrdily ofekavani: se vzristem hmotnosti klesa vlastni
frekvence systému. Tyto vysledky znovu ukazuji, ze i nizké qo vede k vyrazné ztrate nezavislosti
mezi modalni tvary ,,pficnymi“ (DOF-y) a ,,podélnymi‘* (DOF-x).



5.4. Vliv pridavné tuhosti v misté a sméru zatiZeni

g Tak jak je modelovan tento piipad, dochazi ke
kp[N/mm] zvySeni kritického zatizeni (Fer; vzhledem k Fcre)
| vlivem toho, Ze ¢ast zatézujici sily F_en je odebrana
- - SAVAY reakci v pruzin€. Vzhledem k poméru podélné
X F en [N] 7 tuhosti nosniku a uvazovanych tuhosti pruziny je
- tento fakt az do zatizeni daného Fcre zanedbatelny.

Nosnik zatizeny silou F_en s pruzinou o tuhosti kp = 10 N/mm

3ar

B 4
-~ x10 _
: F
=
1o
5 < 4
A
ak
2ar
G
— — ZF
= a4t =
= =
= =
E E
= =
& L )
i sk
ok
1k
-Z2F
0sr
-4
i 1 1 ] n— 1 1
1] 0.5 1 1.8 1] 0.5 1 1.5
Step of preload [] Step of preload []

Nosnik zatizeny silou F_en s pruzinou o tuhosti kp = 1000 N/mm
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Uvedené priibéhy modalnich a stabilitnich parametrii naznacuji, jak je vyplnén prostor mezi
krajnimi ptipady zatizeni silou F_en a vynucenym posuvem ux_en (s dokonale tuhym ulozenim).



6. RFEA - VYPOCTY MKPV MATLABU

RFEA - Run Finite Element Analysis

Popis:
Toolbox Matlabu pro vypocet rovinnych nosnikovych konstrukei pomoci MKP. Toolbox je
zaloZen na tfech hlavnich skriptech: p010prepro.m, p020runpro.m a p030postpro.m, z kterych
jsou dale volany ostatni nutné funkce a skripty. Vstupni data je mozno definovat pfimo v
prostiedi Matlabu nebo pomoci datového souboru datain.m. Cely tesi¢ je zapouzdien ve funkci
rfea_sol.m, kterou je mozno spoustét v ramci jinych projektt. Pro prohliZzeni vstupnich dat
a spoctenych vysledkt je mozno pouzit UGI napsané v Matlabu.

- Reseni rovinnych uloh se tfemi DOF v jednom uzlu.

- Elementy: pfimé, prizmatické nosniky (Bernoulli) s volitelnym zakonc¢enim (kloub,vetknuti).
- Zatizeni silovymi i deformac¢nimi podminkami (DOF v globalnim souf.syst.).

- Geometricky lineédrni i nelinedrni vypocet (Newton-Raphsonova iteracni metoda).

- Modalni a Buckling Analyza konstrukce v libovolném rovnovazného stavu.

User Grafical Interface:
Jednoduché UGI prostiedi pro prohlizeni vstupnich a spoctenych dat. Zakladni skript
rfea_ugi.m vola pro vykresleni pozadovanych dat samostatné funkce, kterou je mozno spoustét
nezavisle i ptimo z prostiedi Matlabu.
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Plot: MESH
_JDE (@ MA A
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150

Eig.valin: 2 | 7]
RFeal: 49.1ta+04
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{
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SCALES aproFull
AUTO .. @E.
TRUE[ 15 S0f
AXISE plot_set | , , , , , , ,

Equall Auto|Norm| 0 50 100 150 200 250 300
Closd Clear > cla

Toolboox RFEA je volné pfistupny na adrese: www.volny.cz/rfea



7. ZAVER

Byl ukazan synergicky ucinek imperfekce konstrukce (pocate¢niho prohnuti) a zptisobu zatizeni
(silou nebo vynucenym posuvem) na piikladu tlaceného kloubové ulozeného nosniku. Vliv téchto
parametrii byl sledovan pomoci modalnich a stabilitnich parametri v rozsahu nulového az stabilitné
kritického zatizeni a v nékterych ptipadech i v post-kritické oblasti. Dale byl také ukazan vliv ptidané
hmoty a tuhosti v misté zavedeni zatiZeni.

Na nékolika prikladech bylo ukazano, jak mohou tyto parametry zpasobit ,,neoCekavané* chovani
konstrukce, pokud jsou uvedené synergické ucinky zanedbany ve vypoctech.

Bylo provedeno stru¢né piedstaveni toolboxu RFEA pro vypocet rovinnych nosnikovych
konstrukci pomoci MKP.
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