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Abstract

Manipulators have a special architecture that allows a decoupling of the positioning
problem from the orientation problem. In this paper there is presented a solution of
the positioning problem of decoupled manipulator in MATLAB program. A solution
of pick and place operations task for trajectory planning using interpolation
polynomial and graphical visualization of this solution in MATLAB - SIMULINK
and SimMechanics toolbox.

1 Uvod

Kinematika sériového manipuldtora [1]-[3] so 6° volnosti sa zaoberd vztahmi medzi
relativnymi stradnicami jednotlivych kinematickych dvojic (pre nas pripad RRRRRR — 6 uhlov ¢,
O, O3, M1, @5, @) a polohou koncového zariadenia v kartézskom stradnicovom priestore (poloha
telesa v priestore je dana 6 nezavislymi parametrami). Okrem tlohy polohy koncového zariadenia nas
moézu zaujimat’ vztahy medzi prvymi a druhymi ¢asovymi derivaciami zovSeobecnenymi stiradnicami
kinematickych dvojic @i, ¢, @, @4, @5, @s a prvymi a druhymi ¢asovymi derivaciami vektora polohy
koncového zoradenia. Mozeme riesit’ dve zakladné tlohy:

Priama kinematicka uloha - pozname velkost’ Siestich zovSeobecnenych stradnic
kinematickych dvojic ¢, ¢, @, o1, @s, @ a hl'adame polohu koncového zariadenia v nehybnom
kartézskom priestore. Priama kinematicka uloha nepredstavuje vel’ky problém a mézeme ju z hl'adiska
matematiky redukovat’ na nasobenie matic.

Inverzna kinematicka uloha - pozname polohu koncového zariadenia v kartézskom
priestore a h'adame hodnoty jednotlivych stradnic kinematickych dvojic. Inverzna kinematicka uloha
z hladiska matematiky predstavuje rieSenie ststavy 6 nelinearnych rovnic (t.j. elimindciu piatich zo
Siestich neznamych a redukovanie problému na rieSenie polynomickej rovnice 16. stupna).

Prirad’'me stradnicové systémy jednotlivym telesam jednoduchého otvoreného retazca telies 1,
... , 6, 7. Ak pouzijeme oznacenie podl'a Denavit-Hartenbergovej metody, potom cely manipulator je
jednozna¢ne ureny 18 parametrami a,, ,, ¢, i =1,...,6. Vysledna transforma¢na matica polohy
T,, (stradnicoveho systému 7 - koncové zariadenie vzhl'adom na 1 nehybny kartézsky suradnicovy
systém) je dany

T,=TTLTT,TT ()
kde T, ; 4x4 je transformacné matica polohy. Ak je transformacna matica medzi dvomi nasledujucimi
suradnicovymi systémami napr. i,i+1 ozna¢ime ju len jednym indexom i
cp, —sgca;  SQsa; a,co; CQ; —SP A SO acy,
_|:Si rii| _ s, cpca;  —cpsa; a4 sQ; _ SQ, cQ A, —cpu ase, ?)
o' 1 0 sa, ca, q, 0 n A, q,

0 0 0 1 0 0 0 1
kde matica S; ; 3x3 vyjadruje sfericky pohyb, stipcova matica r, ; 3x1 zlozky vektora popisujiiceho

posuvny pohyb a riadkova stipcova matica o 3x1 je tvorena nulami. Po rozdeleni matic prisliichajucich
jednotlivym pohybom na submatice vyjadrujice sféricky pohyb a posunutie

T.= Sl,7 r _ S, r|S, r Ss s 3)
Molel 1 o, 1lfol 1] lo; 1

dostavame



S.,=S88,...8
r,=S,8,S;S,S;r, +S,S,S;S,r; +...+S;r, +1,
kde matica S, vyjadruje natoCenie koncového zariadenia (transformacna matica z priestoru 1 do

priestoru 7) a stipcova matica r,, vyjadruje zlozky polohového vektora koncoveho zariadenia v

nehybnom kartézskom stradnicovom systéme 1 (pociatok stiradnicového systému 7 vzhl'adom na
suradnicovy systém 1 v suradnicovom systéme 1). Vztahy (4) a(5) vyjadruju vztah medzi
jednotlivymi zovSeobecnenymi stradnicami @y, ¢, @, @, @5, @ a polohou a natoCenim koncového
zariadenia v nehybnom stiradnicovom systéme.

2 Inverzna uloha deleného manipulatora

Priemyselné roboty maju vicSinou Specialnu architektiru, ktord dovoluje rieSenie inverznej
kinematickej tilohy manipulatora rozdelit’ na dve casti: rieSenie polohy a rieSenie orientacie. Takyto
manipuldtor nazyvame deleny manipulator (decoupled manipulator). Posledné tri ¢leny 5, 6, 7
takéhoto manipulatora st definované tak, ze ich osi sa pretinaji v jednom bode, ktory ozna¢ime ako C.
Tento bod je totozny s poCiatkom suradnicovych systémoch 5, 6. Potom plati

a,=as;=q; =0 (6)

RieSme inverzny kinematicky problém [1], chceme urcit’ uhly ¢, ¢, ¢@; z polohy bodu C r,..

Transformac¢na matica polohy T, , sa d4 vyjadrit

S r
T1,4 = { Y 1154} = T1T2T3T4

Y, X3

V4

Z3

X.
Z4 4

Obrazok 1: Deleny manipulator

Roznasobenim dostavame maticovu rovnicu. Budeme sa zaoberat’ rovnicami, ktoré dostaneme
porovnanim prvych troch ¢lenov v 4 stlpci na l'avej a pravej strane

“)
®)

(7

re=r,=r+Sr +S8Sr +SS,Sr, )
Zadefinujme stipcovi maticu b
b,=8.'r, =8, =la, q.u, ¢.4] ©)
Po tprave dostdvame
Sirc—b, =S,(b, +r, +¢,S;e;) (10)

kde e, je stipcova matica 3x1 v tvare



e,=[0 0 1] (11)

Ak vypocitame euklidovski normu pravej strany rovnice a l'avej strany rovnice (10), vznikne

prva rovnica, ktora ma po uprave tvar

Acop, +Bsp, =—Cce,—Ds¢, -E (12)
kde konStanty st
A=2xca C=2a,a,+2q9,q,4,11;  B=2yca,  D=2q,p,a,+2q,a,, (13)
2
E= a22 +Q22 +a32 +Q32 +Qf +2q,q454, + 29,9, 2,4 + 2459, 4 _xlzc _y12C _(ZIC _%) _alz
Dalsie tri rovnice dostaneme porovnanim a upravenim pravych a 'avych stran maticovej rovnice (10)

Fcp +Gsp,=—Hco,—Isp,—J (14)
Aco,+ 4,80, =X.C0 + V80, —q (15)
Ayep, + A s@, =—x, 480+ yic e + (2, —q) 1, (16)

kde konstanty st
F=wyc H=-p,14q, G=-uxc I=a,
J=b, + L,by+ 4,49, = 4(zc —q)) (17)
A =a,+aycQu+qu 50, A, =—2,080; = 4G O3+ gy —qu i Ay

Zo sustavy rovnic (14) a (12) vyjadrime cos(gol) a Sin((ol) a po upravach dostavame rovnicu

K o, + Ls’p,+ M co,sp,+ Nco, + Psp, + Q=0 (18)
kde jednotlivé konStanty st
K =p'C* +4alH? L=u’D*+4a’I’
M =2(4)CD + 4a] HI) N =2(uCE +4alHJ)
P=2(u’DE +4a’1J) 0= B} +J*4a} — di2a (% + yio) 19)
Ak by bola matica sustavy rovnic (12) a (14) singularna, potom
A B ( 2 2 )
det F oGl —2pa\X,c + yic)=0 (20)

¢o nastane, ak g alebo a, alebo (xlzc + yfc) je rovné nule. Prvé dva pripady st zavislé na
architektire manipulatora a treti pripad na polohe bodu C. Treti pripad, ked’ bod C lezi na osi z; sa
nazyva prva singularita. PrepiSeme sin((p3) a cos((p3) pomocou nasledujtcich trigonometrickych

vztahov
1-7; 27, o
co, = , SQ, = , kde 7, =tan| = 21
2 1+2_32 D5 1+T32 3 > (21)
Po dosadeni a upravach dostavame polynomicku rovnicu 4. stupna
Rty + St +Tr; +Ur, +V =0 (22)

kde jednotlivé konsStanty st
R=p}(C~E) +4a*(H-J) ~4pia’(xi+yL) S=4{u’D(E-C)+4a’1(J - M)
T=24a?(- B> +217 + )+ 12 (- C* +2D° + B )- 42 (x2. + 2. )| 23)

U=2(4a’1(H +J)+’D(C+E)) V=2 (C+E) +4a>(H+JY —4u’a’(x2 + y2.)
Rovnica (22) je rovnica 4. stupiia, ktora méze mat’ az 4 rozne rieSenia 73, z ktorych sa da spéitne
vypocitat’ uhol @,

((p3 )l. =2 arctan[(r3 )l], i=12,3,4 (24)
Ak sme urcili uhol ¢;, mo6Zeme ho spitne dosadit’ do rovnic (12) a (14), z nich urcit sin(go1 )l. a

COS((D1 )l.. Potom moéZeme ur€it’ samotny uhol (gol) pre i=1, 2, 3, 4. Poslednt nezndmu, uhol ¢,

i

mobzeme urcit’ zo zostavajlcich dvoch rovnic (14) a (15). Riesenie je v tvare



1
C¢2:ZT{AK%CC¢M+YwS¢f‘%)_Ax_waS¢r+YwﬂﬁW%+(4C_QJﬂJ]
23
(25)
1
SQ, = A_[Al(_ X, SP + YA e+ (ZIC -4 )/Jl)"' A2(x1C CO + VieSP —a )]
23
za predpokladu, ze

Ay=A"+4;#0 26)

Ak je A); =0, potom tento pripad nazyvame druha singularita a je zavisly od konfiguracie
manipuléatora a od polohy bodu C. Dé sa ukazat’, ze podmienkou na jeho vznik je, aby bod C lezal na
osi z,. Vela priemyselnych manipulatorov je navrhnutd s ortogonalnou konfiguraciou, t.j. uhly
zvierajuce osi po sebe iducich suradnicovych systémov st nasobky 90° a aby manipulator dosiahol
maximalny pracovny priestor druhy a treti ¢len byva rovnakej dizky. Takato architektiira moze
sposobit’ vyskyt druhej singularity.

3 Riesenie problému polohy v MATLABe

UkaZme si rieSenie inverznej kinematickej tlohy v MATLABe. Funkciu BR inv man si
ukdzme na fiktivnom manipulatore (Obrazok 1) s konfiguraciou danou Denavit-Hartenbergovymi
parametrami, ktoré su definované v prvej asti m-suboru. Dalej su zadefinované polohy bodov
jednotlivych telies potrebné pre vytvorenie telesa ako lomenej Ciary pri vykresleni manipulatora.
Hlradame uhly ¢, @, ¢, ak je pracovny bod C [0;2;-1]. Zadefinujeme vstupny parameter v
Prikazovom okne

> C = [0,2,-11;
>> [£i1,£fi2,£fi3]=BR inv man(C);

Na vytvorenie funkcie BR_inv_ man sme pouzili vztahy (12)-(26). Ako vstup zaddvame polohu bodu
C, vystupy su hl'adané relativne suradnice rotacnych kinematickych dvojic uhly ¢y, @, ¢;.

function [fil, fi2, fi3]=BR inv man (C)
% BR _INV MAN - riesenie inverznej ulohy deleneho manipulatora
xC = C(1); yC = C(2); zC = C(3);

al 1; a2 1; a3 1;

gl = 0; g2 = 1; g3 =1; gd = 0;
alfal = pi/2; alfa2 = pi/2; alfa3 = 0;

rA2 = [-1;0;0]; rB2 = [0;0;0]; «zrC2 = [0;0;11;

rD3 = [0;0;0]; rE3 = [0;0;1];

lal = cos(alfal); mil = sin(alfal);
la2 = cos(alfa?); mi2 = sin(alfa2?);
la3 = cos(alfa3l3); mi3 = sin(alfa3);

A = 2*al*xC; B 2*al*yC;

C = 2*a2*a3-2*g2*g4*mi2*mi3; D = 2*a3*g2*mi2+2*a2*g4*mi3;

E = a2"2+a3"2+g2"2+g372+q4"2-al*2-xC"2-yC"2-(zC-gl) "2+. ..
2*q2*q3*la2+2*q2*qd4*la2*1la3+2*gq3*gd*1a3;

F = yC*mil; G = -xC*mil;

H= -g4*mi2*mi3; I = a3*mi2;

J = g2+g3*la2+gd4*la2*1la3-(zC-gl)*lal;

K = 4*al1"2*H"24+mil"2*C"2; L = 4*a1"2*I"24+mil"2*D"2;

M = 2*(4*%al”"2*H*I4+mil"2*C*D); N = 2* (4*al"2*H*J+mil"2*C*E) ;



P = 2% (4*al"2*I*J+mil"2*D*E) ;
Q = 4*al"2*J"24mil"2*E"2-4*al"2*mil"2* (xC"2+yC"2) ;
R = 4*al”"2* (J-H) "24mil"2* (E-C) "2-4* (xC"24+yC"2) *al*2*mil"2;
S = 4*(4*%al”2*I* (J-H)+mil"2*D* (E-C)) ;
T = 2*(4*al”"2* (J"2-H"242*I1"2)+mil"2* (E"2-C"242*D"2)—...
4* (xC"24yC"2)*al*2*mil"2) ;
U = 4% (4*%al"2*I* (J+H)+tmil"2*D* (E4+C)) ;
V = 4*%al"2* (J+H) "24mil"2* (E+C) "2-4* (xC"2+yC"2) *al"2*mil"2;

RR = num2str (R); SS = num2str (S); TT = num2str (T);
UU = num2str (U) ; VV = num2str (V) ;
rovnica = [RR "*x™+ (' SS ") *x"3+ (" TT ") *x™"2+ (' UU ")*x+(' VvV ") '];

fplot (rovnica, [-1.5 3.5]); grid

ta3 = roots([R S T U V]); fi3 = atan(ta3l3)*2;

for i=1:size (£1i3)
fi3(i)=real (£i3 (1)) ;
if £i3(1i)<0 fi3(i)=

c3 = cos (fi3); s3 = sin(fi3);
A fil = [A B;F GI; b fil = [-(C*c3+D*s3+E) '; - (H*c3+I*s3+J) '];
clsl = A fil\b fil; f£fil = atan2(clsl(2,:),clsl(1,:))"';

cl = cos(fil); sl = sin(fil);
for i=1:size (£1i3)
A fi2 1 = az2+a3*c3(i)+g4*mi3*s3(1i);
A fi2 2 = -a3*la2*s3 (i) +g3*mi2+gd4*laz2*mi3*c3 (i) +gd4d*mi2*1a3;
b fi2(1,1) = xC*cl(i)+yC*sl(i)-al;
b fi2(2,1) = -xC*lal*sl(i)+yC*lal*cl(i)+(zC-gl)*mil;
c2s2(:,1) = [A fi2 1 A fi2 2;-A fi2 2 A fi2 1]\b fi2;
end
fi2 = atan2(c2s2(2,:),c2s2(1,:))"';

for i=1:size (£1i3)

IYI
1)

14

grid; axis([-1 1 0 2 -2
rotate (Handle, [0,90],180

[S1,rl] BR denhart (fil(i),qgl,alfal,al);
rAl = Sl1*rA2+rl; rBl = S1*rB2+rl; rCl = S1*rC2+rl;
[S2,r2] = BR denhart(fi2(i),g2,alfaz,a2);
rD1 = S1*S2*rD3+S1l*r2+rl; rEl = S1*S2*rE3+S1*r2+rl;
[S3,r3] = BR denhart(fi3(i),g3,alfa3,a3);
rFl = S1*S2*r3+S1*r2+rl;
X = [rAl1(1l),rB1(1),rCl(1l),rD1(1),xE1(1l),rF1(1)];
Y = [rAl1(2),rB1(2),rCl(2),rD1(2),xE1(2),rF1(2)];
Z = [rAl1(3),rB1(3),rCl1(3),rD1(3),rE1(3),rF1(3)];
figure; Handle = plot3(X Z,'k',"'LineWidth', 4);
0
)

end



Na Obrazku 2 st graficky znazornené vsetky Styri rieSenia. Pre na$ pripad vidime, ze mame
jedno rieSenie dvojnasobné. Vo funkcii BR_inv man sme sa odvolavali na funkciu BR_denhart,
podla vztahu (2) [2].

function [S,r] = BR denhart(fi,g,alfa,a)
$BR_DENHART - Denavit-Hartenbergove oznacenie
S = [cos (fi) -cos (alfa) *sin (fi) sin(alfa)*sin(fi);
sin(fi) cos (alfa) *cos (f1i) -sin(alfa) *cos (fi);
0 sin(alfa) cos (alfa) 1;
r = [a*cos(fi); a*sin(fi); qgl;

Obrazok 2: Riesenia inverzného kinematického problému deleného manipulétora

4 3-4-5 polynomicka interpolacia

ZvycCajna uloha, ktori pozadujeme od manipulatora je uchopenie a premiestnenie telesa
z pociato¢nej polohe (danej polohou bodu a nato¢enim koncového zariadenia v nehybnom kartézskom
priestore) do koncovej polohy (danej polohou bodu a natocenim koncového zariadenia v nehybnom
kartézskom priestore). S takymto typom operdcie sa stretivame pri montdzach, vymene ndstroja,
ukladanie vyrobkov do paliet, atd. Z hladiska mechaniky je to predpisana poloha na pociatku a na
konci pohybu v kartézskom stradnicovom systéme, a poziadavka, aby bol pohyb plynuly a hladky. Ak
mame deleny manipulator, ktorého poloha koncového chépadla je popisana pomocou polohy
pracovného bodu C a predpokladame, ze na pociatku a na konci pohybu st rychlosti a zrychlenia
nulové, dostdvame podmienky pre nehybny karteziansky suradnicovy systém v nasledovnom tvare

r.(0)=r, i‘C.(O)zo i.(0)=o0

27



Pri hl'adani trajektorie pouzijeme polynomicku funkciu. Mame 6 podmienok a tak polyndém
mobze byt piateho rddu so Siestimi nezndmymi konStantami v tvare
0()=0,+ (9, ~9,)5(z) =0, +(@; ~@, Naz* +b7* +er’ +dr’ +er+ f) (28)
kde

0<s(r)<1, 0ST=%S1 (29)

Po derivacii vztahu (28) dostavame pre rychlost’ a zrychlenie rotaénych kinematickych dvojic

W)= (o, ~0,0) (
30)

#0)=—5 (0, ~9,)5'()

Ak dosadime podmienky pre zaciato¢ny a koncovy stav kinematickych dvojic (27) do vztahov (28) a
(30), dostavame stistavu Siestich linearnych rovnic s pravou stranou. Po vyrieSeni dostavame hl'adany
polyném v tvare [1]

o(t)=0, + (o, —(po)(615 ~15¢* +1013) (31)

Vidime, ze len koeficienty pri ¢lenoch 3, 4 a 5 stupiia st nenulové a z toho je odvodeny aj nazov
interpolacie - pomocou 3-4-5 polynému. Z podmienok pre maximalnu rychlost’ a zrychlenie (30)
uréime Cas T potrebny na to, aby sa dostal manipulétor z pociatocnej polohy do koncovej polohy

. 1 (1) 1 15
P =— (01—, )s [TZ—]Z—(% ~ Q) —

T 2 T 8
32
5 = Llop o) e LB L, g, )03 )
P max T2 Pr—Q, 2 6 72 Pr—Q, 3

V MATLABe v SIMULINKu (pouzité bloky st s toolboxu SimMechanics) sme vytvorili model
RRR manipulatora (Obrazok 3), ktory je schematicky zobrazeny na Obrazku 1. Vstupné kinematické
veli¢iny sme zadavali cez matematické funkcie zavislé na Case v tvare rovnic (31) a (32) pri pohybe z
pociatocného bodu [0,2,-1] do koncového bodu [-2,0,1]. Natocenia v rota¢nych kinematickych
dvojiciach (uhly v pociatocnej a koncovej polohe) st vypocitané pomocou funkcie BR_inv man.

.
o s F. P *

=]

evolutel

Obrazok 3: Model manipulatora v SIMULINKu

Riesili sme pohyb ako priamu kinematickl ulohu a nastavili sme rieS§i¢ s pevhym casovym
krokom.

5 Zaver

V clanku je ukazana moznost’ rieSenia inverzného problému deleného manipulatora typu RRR v
programe MATLAB. RieSenie je vo forme m-stiboru typu funkcia s ndzvom BR inv_ man. Zdrojovy
kéd funkcie s uvedenim zakladnej teorie, ktord je hlbSie rozobratd napr. [1] je uvedeny v 2. a 3.
kapitole. Zarovenn su na Obrazku 2. ukazané grafické vystupy rieSenia inverzného kinematického
problému — Styri mozné rieSenia polohy manipulatora. Jednotlivé telesa manipulatora st zjednodusene
zobrazené pomocou lomenych Ciar.



V 4. kapitole je ukdzané rieSenie navrhu pohybu manipulatora a to pre najjednoduchsi typ ulohy
— zober a umiestni. Pri vyjadreni priebehu kinematickych velicin rotacnych kinematickych dvojic sme
pouzili 3-4-5 polyném. Zarovenn sme vytvorili v SIMULINKu model manipulatora a v kombinacii s
rieSenim inverzného problému (vypocet pociatocnej a koncovej konfiguracii manipulatora) sme riesili
v SIMULINKu s pomocou vyuzitia toolboxu SimMechanics priamu tlohu.
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