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1 Uved

Vystupem Kalmanova filtru je odhad Casového vyvoje stavu linedrniho systému, ktery je
dostupny jen prostiednictvim nepiimého pozorovani ¢asového vyvoje jistého vektoru dat.
Algoritmus odhadovani je rekurzivni, tedy zvlast¢é vhodny pro Ccislicové zpracovani
naméienych dat v redlném cCase, a chyba odhadu je minimalni ve smyslu statistickém, coz
znamena, ze stfedni hodnota druhé mocniny hyby je minimalni. Bez bliz§itho popisu podstaty
rekurzivnich vypoc¢t bude v uivodu popsano jen zadani dlohy filtrace jako referen¢ni metody
k Vold-Kalmanove¢ filtraci. Oznaceni veli¢in bude ptfevzato z knihy [Haykin 1996].

Zakladem filtru jsou dv¢ rovnice. Prvni rovnice (process equation) popisuje vyvoj stavu
procesu popsaného v ¢asovém okamziku 7 vektorem stavovych proménnych x(n) tak, zZe je
definovana souvislost mezi stavovym vektorem v okamziku » a v nasledujicim okamziku
n+1. Stav procesu v okamziku n+1 je ovlivnén ndhodnym vektorem vl(n). Slozky tohoto
nahodného vektoru jsou Cleny bilé posloupnosti, tj. Ize je oznacit za nekorelovany Sum.
Druhd rovnice (measurement equation) modeluje méfeni stavu. Zatimco prvni rovnice byla
v principu dynamickad — diferen¢ni, ptfedstavuje druha rovnice prostou transformaci hodnot
vektoru stavu prostiednictvim transformacni matice na hodnoty pfistupné méfeni y(n)
Transformovany stav ovlivnén aditivnim Sumem v, (r). Vektor sumu obsahuje také slozky
predstavujici bilé posloupnosti. Blokové schéma vzajemnych vazeb lze znazornit na obr. 1.
Symbol z™' znazorfiuje posunuti o jeden vzorek (E je jednotkova matice).
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Obr. 1 Signalovy diagram Kalmanova filtru

Vystupem Kalmanova filtru jsou odhady vektoru stavu procesu ﬁ(n|y(l),..,y(n))
v Casovém okamziku » na zakladé¢ méfenych hodnot y(l),..,y(n) a odhadu pocate¢niho stavu

§(1|y(1)) a korela¢niho vektoru chyby tohoto pocate¢niho odhadu.

Zadani ulohy Kalmanovy filtrace 1ze aplikovat na problém extrakce harmonické slozky
z méteného signalu. Stav procesu lze v této uloze povazovat za hledanou harmonickou
slozku, ktera v souctu se zbyvajicimi slozkami signalu predstavuje méfeny signal. Popis
vyvoje stavu procesu predstavujici tuto harmonickou slozku s ptipadné ménici se frekvenci
bude predvedeno v dal$i ¢asti fereratu. Modelovani méfeni piedstavuje sumaci harmonické
slozky se zbytkem slozek obsazenych v signalu. Jisty problém vsak ptedstavuji budici signaly
v, (n) av, (n) signalového diagramu z obr. 1. Jejich rozptyly nejsou pfedem znamy a navic
signal v, (n) nemusi byt dominujici bily Sum, ale dal$i harmonicka slozka o jiné frekvenci.

Publikované prace Volda a Leuridana poc¢inaje rokem 1993 se ptresné aplikaci metodiky
Kalmanova filtrace vyhybaji a tézi jen z postupu vypoctu, jehoz detaily nejsou publikovany.



V uvahach Volda se respektuje neznalost rozptyli obou zminénych budicich posloupnosti a
ve vypoctu se ovlada jen jejich vzajemny pomér, ktery ovliviiuje frekvencni vlastnosti filtru. I
kdyz lze pochybovat o vyznamu dil¢iho oznaceni tohoto zptsobu filtrace jménem Kalman,
v principu je myslenka filtrace navrzena Voldem a Leuridanem inspirujici a otvird nové
moznosti fadové analyzy signalii se znamou frekvenci, kterd je odvozena z méteni otacek.
Popularizace této metody filtrace byla zajiSténa jeji implementaci do signadlového analyzatoru
PULSE firmy Briel & Kjer. Jak je ukdzano v tomto referatu, rovnéz prostiedi Matlabu
umoziuje tuto filtraci vyhodné provadét.

2 Vold-Kalmaniv filtr prvni generace

Ugelem prvni generace filtru tohoto typu bylo extrahovani modulované harmonické slozky o
znamé frekvenci pro analyzu ¢asového pribéhu zmén jeji amplitudy napiiklad za rozbéhu
stroje. ZvySena amplituda mtze indikovat naptiklad rezonanci. Vold-Kalmantv filtr miize byt
pouzit také k odfiltrovani zvolené ¢asti spektra pro systémy analyzujici kvalitu zvuku.

2.1 Datova rovnice

Jestlize z méfen€ho signalu se vzorky y(n) je zadouci extrahovat jednu harmonickou slozku,
pak datovd rovnice vyjadifuje prosty fakt, Ze méfeny signal je slozen z extrahované
harmonické slozky se vzorky oznacenymi x(n) a zbytku signélu se vzorky oznacenymi n(n) ,
kde n =1,...,N znamend potadi vzorku. Jeji tvar pro vzorky s potadim # je nasledujici

¥(n)=x(n)+n(n). (1)

Harmonicka slozka mtze byt amplitudové nebo fazové modulovana. Zbytkové slozky
signalu mohou ptedstavovat nejen Sirokopadsmovy Sum, ale také dalsi harmonické slozky.

Obecny tvar datové rovnice pro vzorky spofadim » a spoftem P sledovanych
harmonickych slozek x, (1) je

yn)= 5, n) + (). @

i=1
Tento vztah plati pro kazdy naméfeny a extrahovany vzorek signalu.
2.2 Strukturilni rovnice pro harmonicky signal

V case spojity harmonicky signal x(t)z Acos(o;)t) je teSenim diferencidlni rovnice druhého
fadu s nulovym soucinitelem tlumeni. Pro ptipad vzorkovani signalu v diskrétnich ¢asovych
okamzicich ¢, =nAt,n=0, 1, 2,... je harmonicky signal feSenim diferen¢ni rovnice rovnéz
druhého fadu, jejiz charakteristickd rovnice ma dva komplexné sdruzené koteny
z, = exp( jcoAt) az,= exp(— jo;)At), kde o je uhlova frekvence. Obecné feSeni diferenéni
rovnice druhého tadu rovnice se zapisuje ve tvaru  x(n)= C(zl” +z§). Charakteristicky
polynom tvofi soudin kofenovych &initeld (z -z )z-z,), ze kterych Ize rekonstruovat
vychozi homogenni diferen¢ni rovnici

x(n)—2cos(oAt)x(n—1)+x(n-2)=0, (3)
pii¢em? jeji koeficient u x( —1) je vhodné ozna&it c(r)=2cos(o At).

K vypocétu posloupnosti vzorkli postacuji hodnoty prvnich dvou vzorkl a samoziejme
velikost uhlové frekvence. Vysledkem feSeni rovnice (3) skonstantni velikosti ® je
harmonicky signal o konstantni amplitud¢.



Harmonické slozky meétenych signali z rotacnich stroji méni ve skute¢nosti svou
frekvenci a amplitudu, tj. stavaji se modulovanymi harmonickymi signaly. Jednu
harmonickou slozku mtize popisovat rovnice

x(n)=2cos(oAr)x(n—1)+ x(n—-2)=¢(n), “)
kde s(n) je budici funkce, kterd spolu s velikosti okamzité uhlové frekvence o urcuje feSeni
diferen¢ni rovnice (4).

Prenos budici funkce s(n) na posloupnost vzorkt x(n) neni stabilni, protoze koieny

charakteristické rovnice lezi na jednotkové kruznici. Zesileni je nekonec¢né pro slozku o
uhlové frekvenci .

2.3 Soustava datovych a strukturalnich rovnic

Datové rovnice pro vSechny namétené vzorky signdlu a neznamé harmonické slozky o
celkovém poctu N s individudlnimi vzorky lze zapsat takto:
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PohodIngjsi je pouzivani zkraceného zapisu pomoci vektort
y-x=1. (©)

Velikost zbytkového signalu jako vektoru lze ohodnotit jeho euklidovskou normou
(zobecnénou délkou), kterd v pfipadé¢ redlnych signali piedstavuje soucet Ctvercl
jednotlivych vzorka n(n) = y(n)— x(n), n=1,...,N. Vektorovy zapis této euklidovské normy

zjednodusuje transpozice vektoru n’

=y —x' )y -x). (7)

Podobné jako datové rovnice lze také strukturdlni rovnice v po¢tu N-2 pro jednotlivé
vzorky uspotadat nasledujicim zptisobem
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Mensi pocet rovnic je dan fddem diferencni rovnice. Jako v pfipadé¢ datovych rovnic je
pohodlnéjsi pracovat s maticovym zapisem soustavy strukturalnich rovnic.
Ax=g, 9
kde A je pasova tiidiagonalni obdélnikova matice s N sloupci a N-2 fadky.
Podobn¢ jako zbytkovy signal n(n) lze také velikost budici funkce se vzorky

€ (n) n =1,...,N ohodnotit jeji euklidovskou normou. Transpozice vektoru zjednodusuje zapis
souctu Ctverct:

g'e=x"A"Ax. (10)

Nasobenim matice A’ (horni index T oznacduje transpozici) matici A vznikne ¢tvercova
symetrickd matice o rozméru NxN. Euklidovskd norma vektoru obsahujiciho budici funkce



ma tvar kvadraticka formy x' A’ Ax v proménné x, o které lze podle zdkladnich vét teorie
matic uvést, Ze je nezapornd, tj. x’ A’ Ax >0, pro libovolny nenulovy vektor budicich funkei

x # 0. Tato vlastnost se nazyva pozitivni semidefinitnost ¢tvercové symetrické matice A’A .
Semidefinitnost matice lze zdlvodnit tim, Ze tato kvadraticka forma mize teoreticky nabyt
také nulové hodnoty pro nenulovy vektor x.

Pocet nenulovych diagonal u matice A’A se zvysi na 5, pficemz nenulové prvky jsou
na dvou diagonalach pod a nad hlavni diagonalou této ¢tvercové pasove matice.

2.4 Globalni FeSeni datovych a strukturalnich rovnic

Vysledkem filtrace ma byt nalezeni nezndmého vektoru x, ktery musi vyhovovat soustavé
datovych a strukturdlnich rovnic. Pocet prvki vektoru x je N a pocet rovnic
N+ (N —2) = 2N —2. Mezi neznamé patii také vektory & (N-2 prvka) a n (N prvkil), pak
pocet neznamych 3N —2 je vySSi nez pocet rovnic, tj. soustava rovnic je vzhledem ke
zminénym tfem neznamym vektordm nedourcena. K soustavé rovnic mohou byt piipojeny
podminky, podle kterych je pozadovano, aby vektory & mn mély minimalni euklidovskou
normu, a aby tyto normy byly v Zddoucim vztahu, tj. aby bylo minimalizovano kritérium ve
tvaru

J:r28T8+qTq:xr(rzATA+E)x—yTx—xTy. (11)

kde r je vahovy koeficient, ktery uruje predepsany vzdjemny vztah mezi euklidovskymi
normami zbytkového signélu a budici funkce. Jak bude dale ukazano, podminka minimalni
velikosti vazeného souctu a zvoleny vahovy koeficient ddvaji vypoctenému vektoru vyhodné
vlastnosti, protoze realizuji filtr svyhodnym pribéhem frekvencni charakteristiky
predstavujici pasmovou propust. Hodnoty vahového koeficientu blizké nule zmens$uji vlivnost
strukturalni rovnice a filtr ztraci G¢innost.

Podle monografie o specidlnich maticich [Fiedler 1981] lze dokazat, Ze jestlize je
k hlavni diagonale pozitivné definitni matice piicteno libovolné malé ¢islo, pak je vysledna
matice pozitivné definitni, tj. pro libovolny nenulovy vektor budicich funkci x # 0 plati ostra
nerovnost x' (rZAT A +E)x >0. Protoze je symetrickd Ctvercovd matice (rzAT A+E)
pozitivné definitni, je také regularni a tedy existuje jeji inverzni matice.

Prvni derivace skalarniho kritéria J podle vektoru x se pro minimalizaci tohoto kriteria
polozi rovna nulovému vektoru.

a—J:2r2ATAx+2(x—y):0, (12)
ox

coz lze prepsat do tvaru
Bx=y. (13)

kde B=r’A" A +E. Reseni soustavy rovnic (12) je dano nasledujicim vzorcem
x=B7y. (14)

Teoreticky zéapis feSeni bude slouzit k programovani algoritmu. Jednou moznosti je
naprogramovat vypocty v Matlabu nebo sestavit specialni program, naptiklad v jazyku C
nebo Visual Basicu. Klicovym problémem jsou operace s vychozi matici A, poptipad¢ také s
matici B. Teoreticky délka vektoru x mize dosahovat desitek tisic vzorkt a je proto nemozné
uchovavat matici B v paméti pocitace celou. Prostfedky Matlabu maji k dispozici usporné
ukladani fidkych (sparse) matic, kdy je pamét obsazena pouze nenulovymi prvky.
Diagonalni fidkou matici lze vytvofit piikazem spdiags. Tento ptfikaz pretransformuje
¢tvercovou matici tak, Ze jeji sloupce se stanou diagonalami. DalSim specidlnim pfikazem je



speye pro vytvoreni jednotkové matice, kterd je uloZena v paméti jako fidka. Vzajemné
operace mezi fidkymi maticemi tuto vlastnost zachovavaji. Filtraci realizuje napiiklad funkce
MyVoldKalmanl:

Program pro Vold-Kalmantv filtr ¢.1

function x=MyVoldKalmanl (y,dt, f,r)

% Funkce x= MyVoldKalmanl (y,dt,f,r) pro vypocet

X=inv (r"2*A'*A+E) *y

Vstupy:

y vektor vstupnich dat

f vektor frekvence f v Hz (y a f maji stejny pocet prvku)
dt vzorkovaci perioda v sec, r vahovy faktor

Vystup:

X vektor minimalizuje funkci J=r*r*x'A'*A*x+(y'-x")* (y-x)

o® o° o© o o©

o©

c = 2*cos (2*pi*f*dt);

N = max(size(y));

N2 = N-2;

e = ones(N2,1);

A = spdiags([e -2*c(l:N2) e],0:2,N2,N);
AA = r*r*A'*A +speye(N,N);

X = AA\y;

K demonstraci obsazeni paméti pocitace bude uveden priklad pro vektor vstupnich dat o
délce 1000 prvki. Plnd matice A ma rozmér 998 tadka x 1000 sloupct. Jestlize pro tuto

matici bude vypoéten soucin A" A , pak obsazeni paméti je nasledujici:

» whos
Name Size Bytes Class
A 998x1000 7984000 double array
AA 1000x1000 8000000 double array

Kazdy prvek matice zaplni 8 bajtl. V dob¢ neustdlého zvétSovani paméti pocitact se
pamét’ nemusi jevit jako limitujici, ovSem zbyte¢né plnéni paméti nulami zpomali podstatné
vypocet. Jestlize se matice deklaruji jako fidké, pak obsazeni paméti je nasledujici:

» whos
Name Size Bytes Class
A 998x1000 39932 sparse array
AA 1000x1000 84836 sparse array

Uspora pamétového mista a ztoho plynouci podstatna redukce poctu operaci pii
nasobeni nebo séitani matic vede ke zrychleni vypoctu.

3  Vold-Kalmanauv filtr druhé generace

Vysledek filtrace spocivajici v ¢asovém prubéhu frekvencné a amplitudové modulovaného
harmonického signalu je pro technické aplikace zbyte¢né podrobny. Okamzita frekvence je
soucasti zadani filtrace. Zajem se soustied’uje proto jen na amplitudu sledované slozky
signalu predstavujici obalku signalu. Takto definovana uloha filtrace patii Vold-Kalmanovu
filtru druhé generace.

3.1 Datova rovnice pro obialku harmonického signalu

Amplitudu Ize vypocitat z amplitudy sinové slozky a amplitudy kosinové slozky. Tento
postup uziva zbyte¢né¢ mezivypocet dil¢ich udaji a komplikuje teSeni. Vyhodné&jsi j
modelovat sledovany signal jako soucin komplexni amplitudy a komplexniho harmonického

signalu o jednotkové absolutni hodnoté. Datova rovnice pro jednu slozku ma tedy tvar




¥(n)=x(n)exp(jO(n))+n(n). (15)
kde x(n) je komplexni amplituda nebo také obalka signdlu, j je imaginarni jednotka a ®(n) je
prubézna faze signalu od pocatku zdznamu. Podobné¢ jako v datové rovnici (2) je y(n)
meéteny signal a n(n) zbytkovy signal.

Pribézna faze signalu je obecné rovna ¢asovému integralu thlové frekvence. V piipadé
vzorkovanych signali se vypocte podle vzorce

O(n)= ico(i)At : (16)

kde o(n) je okamzita thlové frekvence a Ar =1/ je interval vzorkovani.

Soustava datovych rovnic pro v§echny namétfené vzorky ma vektorovy tvar

y-Cx=n, (17)
kde C=C" je diagonalni komplexni matice tvaru
C = diag{exp(jO(1)).exp(jO(2))....exp(FO(N))}. (18)

Tato matice stejn¢ jako vektory x,m jsou komplexni. Charakteristika velikosti zbytkového

signdlu m se uré jako soucin transponovaného komplexné sdruzeného vektoru n” a
puvodniho vektoru n, ktery je realny. Operace transponovani matice a obraceni znaménka
imagindrni ¢asti jejich prvkid se oznacuje hornim indexem H. Redlné vektory budou vsak
oznaCeny jen znaménkem transponovani. Pro euklidovskou normu vektoru zbytkového
signalu plati

an=(yT —x“c? )(y—Cx). (19)
3.2 Strukturalni rovnice pro obalku harmonického signalu

Strukturalni rovnice filtruje posloupnost hodnot komplexni amplitudy. Omezeni
rychlosti jejich zmén se zadava nejvyssim stupném polynomu £, ktery lze skupinou vzorka
obalky o poctu & +1 prolozit. Polynom prvniho stupné je feSenim diferenéni rovnice druhého
radu

V2x(n) = x(n)- 2x(n ~1)+x(n-2)=0. (20)
Charakteristicka rovnice této diferen¢ni rovnice ma dvojny koten roven jednotce, coz vede na
zminény vysledek feseni.

Polynom obecného stupné k spliiuje podminku nulové diference tadu k+1, tj.
V'”'x(n): 0. Protoze se obalka signalu postupné¢ méni, je tfeba strukturdlni rovnici budit
budici funkci e(n) Konecny obecny tvar strukturalni rovnice je

V*'x(n)=e(n). 1)
kde k predstavuje tad polynomu, ktery se spojuje s fadem filtru zmén komplexni amplitudy.

Vold-Kalmanova filtrace druhé generace uziva filtr prvého nebo druhého, popi. az
tretiho fadu. Strukturalni rovnice pro tyto filtry maji tvar.

Prvni rad: x(n)—2x(n—1)+x(n—2)=¢(n) (22)
Druhy tad x(n)=3x(n—1)+3x(n-2)-x(n-3)=¢(n) (23)



Soustava strukturdlnich rovnic s vahovymi koeficienty, které ovlivituji kazdy vzorek budici
funkce podle okamzité relativni frekvence naladéni, je shodna se vzorcem (8). Euklidovska
norma charakterizujici velikost vektoru budici funkce se vSak zmeéni s ohledem na skute¢nost,
ze vektor obalky obsahuje komplexni ¢isla. K transpozici je tfeba piidat také zménu
znaménka imaginarni ¢asti, aby vysledek nasobeni vektora bylo redlné &islo, tj.

g’e=rx"A"Ax. (24)

Matice A obsahuje jen konstantni prvky v zavislosti na tadu filtru. Jeji rozmér pro filtr
prvniho fadu je NxN-2 a pro filtr druhého fadu NxN-3. Napiiklad pro filtr prvniho tadu se
jedna o tfidiagonalni obdélnikovou matici nasledujiciho tvaru

1 -2 1
1 -2 1
A= . (25)

I -2 1

3.3 Globalni FeSeni datovych a strukturialnich rovnic pro obalku harmonického
signalu

Stejné jako v ptipad¢ zakladniho filtru, také feSeni téchto rovnic se sestavi pomocné kritérium
z euklidovskych norem budici funkce a zbytkového signalu ve tvaru

J:xHDx+(yT—xHCHXy—Cx). (26)

kde D=r’A"A je pomocna &tvercova matice zjednodusujici zapis vzorcti. Minimum kritéria
(26) 1ze vypocitat napiiklad derivaci podle realné a imaginarni slozky vektoru x=u—jv.
Vysledkem vypoctu je vektor minimalizujici kriterium (26):

x=B"'C"y.. (27)
kde B=D+E.

Nasobenim vektoru méfenych dat y zleva diagonalni matici C” se posouva frekvence
sledované harmonické slozky signalu do nulové frekvence, tj. takto korigovany signal se stane
stejnosmeérnou slozkou signalu. Plati

C’y=C"(Cx+n)=C"Cx+C n=x+C"y. (28)

Nasobenim obou diagonalnich matic C” a C se kompenzuje velikost priibézné faze na
nulu. a vysledkem nasobent je jednotkova matice. Vektor C"y je slozen z vektoru komplexni

obalky signalu x a transformovaného zbytkového signalu. Filtr plni funkei dolnopropustné
filtrace ¢asového pribehu obalky. Jeho frekvencni charakteristika zavisi na matici B. U¢inek
filtrace I1ze ovladat volbou velikosti vahového koeficientu.

K vypoctu Ize pouzit diive uvedenych programt s drobnymi Gpravami, které spocivaji
v nahrad¢ jedné diagonaly matice A, ktera je zaplnéna hodnotami —c(n), konstantou -2 a
v korekci vektoru méfenych dat diagonalni matici C”. Nasobeni C” a y lze provést
postupem nasobeni prvku z diagondly prvkem vektoru y. Diagondlu zminéné matice lze
vypocitat vyrazem exp (—j*2*pi*cumsum (f)*dt), pficemz funkce cumsum nahrazuje
integraci uhlové rychlosti 2*pi*f. Proménna dt je vzorkovaci interval. Vektor C"y se
vypocita ptikazem

yy = exp (-j*2*pi*cumsum (f) *dt) .*y;

Nasobenim prvku s prvkem zajistuje operator tecky predchazejici symbol nasobeni

(. *). Vysledek vypoctu podle vzorce (29) je komplexni vektor x . Absolutni hodnota tohoto



vektoru je vSak polovi¢ni oproti vychozimu vektoru, coz je zplisobeno komplexnim tvarem
harmonického signalu. Korigovany vektor yy je proto vyndsoben 2. Casovy prib¢h
komplexni obalky signdlu je funkce abs (x). Vysledny program ma ¢islo 2.

Program pro Vold-Kalmantv filtr ¢.2

function x=MyVoldKalman2(y,dt,f,r,filtoxrd)

Funkce x= MyVoldKalman?2 (y,dt,f, r, filtord) pro vypocet
x=inv (r*r*A'*A+E) *C*y,

kde C = diag(exp(=3*fi(1l)),...,exp(-jJ*fi(N))), fi je faze,
ktera je vypocCtena podle vzorce 2*pi*cumsum(f)*dt

Vstupy:

y vektor vstupnich dat

f vektor frekvence f v Hz (y a f maji stejny pocet prvku)
dt vzorkovaci perioda v sec

r vahovy koeficient

filtord rad filtru

Vystup:

X vektor minimalizuje funkci J= x"A'*K'*K*A*x+(y'-x'C"') * (y-Cx)

o0 A o° 00 O O° o° oO° o° o° o°

o©

N = max(size(y));
if filtord==1,
NR = N-2;
else
NR = N-3;
end;
e = ones(NR,1);
if filtord==1,
A = spdiags([e —-2*e e],0:2,NR,N);
else
A = spdiags([e —-3*e 3*e -e],0:3,NR,N);
end;
AA = r*r*A'*A +speye (N);
yy = exp (-j*2*pi*cumsum (f) *dt) .*y;
x = 2*AA\yy;

4 Vold-Kalmanuv filtr pro extrahovani obecného poctu slozek signala
4.1 Soustava rovnic k FeSeni

Pro obecny pocet P extrahovanych slozek méa kriterium pro volbu velikosti vSech neznamych
vektord obecny tvar

P P P P
JzZajl;kaKk +nrn:zr2kaATAxk +(yr —ZkaCf](y—ZCkxkj. (29)
k=1 k=1 k=1 k=1

Podminka minima kritéria vyplyva znulové derivace kriteria (29) podle kazdého
vektoru ze skupiny x!,i=1,.,P. Toto derivoviani se nazyvd konjugované. Pravidla

konjugovaného derivovani podle vektori lze nalézt napi. v priloze monografie [Haykin
1996]. Po substituci B, =7’A" A +E plati

oJ
ox”’

1

P
Bx, +C/> C,x,-Cy=0, i=1..P. (30)
k=1

ki

Pii upravé posledniho vyrazu bylo vyuZzito vlastnosti prvka vektoru C,, které jsou rovny

exp(jO,(n)). Je ziejmé, Ze pak plati CC, =E.




Matice soustavy rovnic (30) v¢etné vektoru nezndmych velic¢in a vektoru pravé strany
ma nasledujici strukturu.

B, c‘c, .. Cc, X, Clly
5_|C’C B, . g, L Ccly| 1)
cc, cfc, .. B, X, C'ly

Pasové matice B, sredlnymi prvky jsou symetrické a

.. v . , v , qe , , . H
pozitivn¢ definitni a protoZe pro komplexni diagonalni matice C;"C,

plati C7 C = (C7 C,)H , je matice B soustavy rovnic (30)
hermitovskd. Struktura nenulovych prvka matice pro P =4 je
znazornéna na obr. 2. Jednotlivé bloky jsou ¢tvercové matice o poctu
radkt dosahujicich desitek tisic. Blokové matice na hlavni diagonale
jsou pasové matice sne€kolika nenulovymi diagondlami (mezni

pocet nekolik desitek). Mimo hlavni diagonalu jsou blokové Obr. 2 Struktura matice
matice diagondlni. soustavy rovnic (31)

4.2 Itera¢ni FeSeni soustavy rovnic

Podle nazoru expertll v oblasti linearni algebry (prof. Dostal z VSB — TU Ostrava) je
nepraktické hledat explicitni vzorce pro vypocet soustavy rovnic se strukturou naznac¢enou na
obr. 2, ale je vyhodngj$i feSit tuto soustavu rovnic itera¢nim postupem, ktery bude tézit
z vlastnosti matice soustavy. Tento postup pro Vold-Kalmaniv filtr diive navrhli také
Feldbauer, Ch. & Holdrich, R. (viz seznam literatury). Itera¢nich metod pro feSené soustav
linedrnich rovnic je velmi mnoho. Monografie popisujici iteracni feSeni soustav linearnich
rovnic (Saad: Iterative Methods for Sparse Linear Systems) nebo dokumentace k Matlabu
oznaCuji jako zvlasté¢ vhodnou a navic oblibenou metodu pro fidké positivné definitni
symetrické matice (symmetric positive definite — SPD) matice tzv. Preconditioned Conjugate
Gradient (PCG) Algorithm.

Metoda PCG je kombinaci metody CG (Conjugate Gradient) a techniky pouziti
predpodminkové matice (Preconditioner matrix). Metoda CG byla poprvé popsana autory
Hestenes, M.R. & Stiefel E. v roce 1952.

V MATLABuU je obsazena metoda PCG, kterd ma rizné varianty volani. Pro verzi, kdy
je zadana pfedpodminkova matice M nebo jeji rozklad M =M,;M, jsou varianta volani této
funkce néasledujici

x = pcg(A,b,TOL.MAXIT,M) nebo x = pcg(A,b,TOLMAXIT,M1,M2)
resp. s pocate¢nim odhadem x0
x = pcg(A,b,TOL.MAXIT,M, x0) nebo x = pcg(A,b,TOL,MAXIT,M1,M2, x0),

kde TOL je tolerance feSeni a MAXIT je maximalni pocet iteraci. Kromé vypoctu nezndmého
vektoru x Ize vypocitat také dalsi parametry

[x,FLAG,RELRES,ITER,RESVEC] = peg(A,b,TOL.MAXIT,M1,M2,x0)

kde RELRES je relativni residuum NORM(b-A*x)/NORM(b), pticemz FLAG = 0, jestlize
RELRES je mensi nebo rovno nez TOL, dale je vracena hodnota skute¢ného poctu iteraci
ITER (ITER <= MAXIT) a vektor residualnich norem RESVEC véetné NORM(b-A*x0).

Za predpodmiklovou matici soustavy lze zvolit



M= . (32)

Vzhledem k tomu, Ze matice B je pasova a pétidiagonalni, bude feSeni piedpodminkové
soustavy Mu =b snadné¢ metodou Choleskiho rozkladu na horni a dolni trojuihelnikovou
matici. Vysledek vypoctu u piedpodminkové soustavy rovnic je pouzit pii hledani
aproximace feSeni metodou CG.

S Priklad

Demonstracni projekt R-UMotor.pls, ktery je soucasti software PULSE, obsahuje méteni
vibraci a otd¢ek béhem rozbéhu motoru s pribéhem zndzornénym na obr. 3.

Time History : Interpolated RPM : RPM Time History: Vibration - Input : Vibration
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Obr. 3 Casovy priibéh otadek a vibraci p¥i rozb&hu motoru

Cilem tadové analyzy bylo urcit amplitudu harmonickych slozek, které jsou zvolenym
nasobkem frekvence ota¢ek motoru. V analyzatoru PULSE $lo o volbu vystupu (Output) na
Phase assigned order. Vysledek vypoc¢tu amplitudy v analyzatoru PULSE je diagram na obr.
4.

[m/s?] Vold-Kalman Order PhaseAss (Vibration) (Magnitude)
B Working : Input : Input : Time Capture Analyzer
12 P
o
8
4
0| — NOV. Y

0 4 8 12 16
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Obr. 4 Vysledek vypocétu Vold-Kalmanovy filtrace v analyzatoru PULSE



Popiska Order oznacuje efektivni hodnoty slozek o frekvenci dané ur¢enymi nasobky
(1, 3, 9, 10) frekvence otacek. Jde tedy o velikosti hodnot obélky podélené odmocninou ze
dvou protoze analyzator PULSE preferuje efektivni hodnoty (RMS) pied obalkou, tj.
amplitudou signélu.. Pro vypocet obalky je zvolen dvoupdlovy filtr (druhého tadu).

Pti tadové filtraci musi byt kolem sledované frekvence jesté urcité propustné pasmo,
aby byl zachycen fazovy a amplitudovy modulacni signél, ktery je obsaZen v postrannich
pasmech slozky. V daném piiklad¢ byla Sitka propustného pasma kolem zakladni harmonické
slozky (jednondsobek otacek) zvolena 10%. Pro vyssi ndsobky pak umérné mensi Sitka. Data
byla 100krat decimovana (vykresluje se jen kazdy sty vzorek).

Rizeni $itky propustného pasma Vold-Kalmanova filtru nebylo vtomto kratkém
prispévku popisovano, i kdyz je jiz v Matlabu vypracovan piislusny program.

Na obr. 5 je vysledek vypoc¢tu Vold-Kalmanovy filtrace v prostfedi Matlab programem,
ktery je oznacen €. 2 s piisluSnym rozsifenim pro kontrolu $itky propustného pasma filtru.
Podminky vypoctu byly totozné, avSak data nebyla decimovana. Podobnost obou grafi
doklada shodnost algoritmu vypoctu.
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Obr. 4 Vysledek vypoctu Vold-Kalmanovy filtrace v Matlabu
6 Zavér

Vold-Kalmanova filtrace je novy nastroj pro fadovou filtraci signalii ztocivych strojd, u
kterych je soulasti zaznamu také signal otacek. Uloha filtrace vede na feSeni rozsahlych
soustav rovnic obsahujicich az statisice neznamych. Matlab s moznosti pamétove Setrného
ukladani tidkych (sparse) matic je velmi vhodnym prostiedkem pro zpracovani zminénych
signalt nebo ke studiu vlastnosti popsaného algoritmu.
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