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1.Uvod

V praxi se pomoci regresnich modelti fesi fada ptirodovédnych a technickych tloh.
Specidln¢ pro piipad, kdy neni modelovy vztah apriori uréen se vychdzi z linearniho
regresniho modelu tj. linedrni kombinace vysvétlujicich proménnych. Tato tiloha vede obecné
z numerického hlediska na problém feSeni pfeuréené soustavy linearnich rovnic. Pro bézny
ptipad kritéria minima souctu ¢tvercti odchylek se da také prevést na problém feseni soustavy
linedrnich rovnic se Ctvercovou, symetrickou a Casto pozitivné definitni matici. Numerické
potize zde vznikaji v ptipad¢ Spatné podminénosti této matice. To je bézny ptipad napt. u
polynomickych modeld, kdy dochazi ke Spatné podminénosti vlivem mocnin vysvétlujici
proménné.

V tomto pfispévku jsou porovnany moznosti jazyka MATLAB pro feSeni uloh linearni
regrese s ohledem na mozZnou Spatnou podminénost. Je pouzit jednoduchy ptiklad z knihy [1],
ktery umoznuje ménit podminénost podle zadaného parametru. Je zminén program OLIN pro
porovnani jednotlivych numerickych metod [2].

2. Zaklady regrese

Regresni analyza umozniuje nalezeni zavislosti vystupni veli¢iny (odezvy) y na
nastavované kombinaci hodnot m-tice vstupnich proménnych x = (X7, X2..X,).
Vychazi se z naméfenych hodnot y pii riiznych kombinacich nastavovanych proménnych x;,
X2, ...Xm Jde vlastné o n-tici bodud {y; x;!, j =1, ..., m, i =1, ..., n, vyjadienych ve zkraceném
maticovém zapisu {y, X}. Vektor y ma rozmér (nx1) a matice X (nxm). Cilem statistické
analyzy je objasnéni variability méiené, vystupni zdvisle proménné (vysvétlované) veliciny y
s vyuzitim regresni funkce y = f(x, ) obsahujici nastavované, vstupni, nezdvisle proménné
(vysvétlujici) veliCiny x. Bézné se predpoklada, ze veliCina y je ndhodnd a veli¢iny x jsou
nenahodné a libovolné nastavovatelné. Dalsim predpokladem je aditivni model méfeni, kdy se
nahodné veli¢iny €; aduji na regresni model. Omezme se na linearni regresni modely, kde je
regresni model linearni v parametrech a obyc¢ejné je piimo linearni kombinaci vysvétlujicich
proménnych. Podminéna stiedni hodnota proménné y pro dané x (regrese) je pak ve tvaru

E(y/x) = ﬁﬂj X; (1)

Odhady b parametr £ je pak mozné urcit metodou nejmensich ctverct, ktera byva v praxi
nejpouzivanéj$i. Ukazme si geometricky vyznam této metody.

V pripadé platnosti aditivniho modelu méfeni pro linearni regresni model je mozné zapsat
vysledky experimentli jednoduse s pomoci linedrni kombinace sloupcovych vektort.
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Sloupce x; matice X definuji z geometrického hlediska m-rozmérny soufadnicovy systém
resp. nadrovinu L v n-rozmémém eukleidovském prostoru E”. Vektor y obecné nelezi
v nadroving L, (viz. obr. 1 pro ptipad dvou nezdvisle proménnych m = 2). V nadroving L vSak
lezi vSechny linearni kombinace sloupcti matice X tj. vektory X B. Parametry B lze tedy
chapat jako koeficienty umérnosti ujednotlivych slozek x; soufadnicového systému
(vysvétlyjicich proménnych) jejichz linearni kombinace tvoii regresni model. Bez ohledu na
uzité kritérium regrese bude tedy u linedrnich regresnich modelt lezet modelova funkce X b
stejn¢ jako teoreticky model X B v m-rozmérné nadrovin¢ L. Symbol € oznacuje vektor chyb.

Metoda nejmensich ¢&tverci (MNC) hledd odhady parametri b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y a nadrovinou L. To je ekvivalentni pozadavku
minimalni délky vektoru rezidui

e=y-Yp (4)

kde y, = X b je vektor predikce. V eukleidovském prostoru lze délku vektoru ¢ vyjadrit
vztahem

d=[>e )

Ctverec délky vektoru e je tedy &iseln& shodny s hodnotou kriterialni podminky S(b) metody
nejmensich ¢tvercti. Odhady modelovych parametrt b pak minimalizuji vyraz

S(h) =Z{y —ﬁxl,b,} ©)

Vektory e a yp jsou znazornény na obr.1. Vektor yp nazyvany vektor predikce predstavuje

kolmou projekci vektoru y do nadroviny L. Vektor enazyvany vektor rezidui lezi v (n-m)
rozmérné nadroviné L*, kolmé na nadrovinu L.



Obr. 1 Geometrie linedrniho regresniho modelu

Na zéklad¢ tohoto geometrického znazornéni 1ze hledat odhady parametrii b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y a nadrovinou L. Je patrné, Ze vektor rezidui e je
kolmy na vSechny sloupce matice X, a proto jsou odpovidajici skalarni souc¢iny nulové.Tuto
soustavu podminek Ize zapsat maticove jako

X'e=0 (7)
Po dosazeni za e =y - X b a Gpravé vyjde odhad b, minimalizujici vzdalenost d ve tvaru
b=X"X)"X"y 8)

kde symbol Al oznacuje inverzi matice A. Z rovnice (8) lze urcit tvar projek¢ni matice H
pomoci které se promita vektor y do nadroviny L. Tedy

yr =Hy €
Pomoci vektoru b lze vyjadtit rovnici (9) ve tvaru
vy, =Xb=XX"X)"'X"y (10)

Projekéni matice H = X (X' X)™' X" m4 tu vlastnost, e promitne libovolny vektor V do
roviny L. Projek¢ni matice P pro kolmou projekci do nadroviny L*, kolmé na nadrovinu L méa
tvar

P-E-H (11)

kde E je jednotkova matice. S vyuzitim téchto projekénich matic lze provést rozklad vektoru
y do dvou slozek

y=Hy+Py=y,+e

Geometricky to znamend, ze vektor y byl rozlozen na dva vzijemné kolmé vektory. Jeden
souvisi s ¢asti variability objasnéné regresnim modelem a druhy se zbytkovou (rezidualni
variabilitou). Ke stejnym vztahtim lze dospét analytickou minimalizaci kritéria MNC, tzn.
derivovanim rovnice (6) a dalsimi upravami.

3.Numerické aspekty MNC
Urceni odhadu b linearniho regresniho modelu je podle rov. (3) uloha feSeni pireurceného
systému linearnich rovnic, pro kterou ma MATLAB operator zpétné lomitko (\).



Lze také pouzit metodu SVD, ktera rozklada libovolnou obdélnikovou matici X (nxm) na
tfi matice tj. X=U*S*V'. Pomoci piikazu svd(x,0) se ziskd tzv. zkracena SVD kterou
uvazujeme v dalSim (pro zkracenou SVD se méni rozméry matic U a S) Pro zkracenou SVD
je matice S (mxm) diagondlni a obsahuje na diagondle tzv. singularni ¢isla matice X. Pokud
ma matice X hodnost r (tj. obsahuje pouze r linearn€ nezavislych sloupcti) je prave r kladnych
nenulovych singularnich ¢isel sefazenych dle velikosti, tj. S}, >S5, 2S;; 2...2S,.. Matice U
(nxm) a V (mxm) jsou ortogondlni a normované, takze plati U'U=Ea V'V =E, kde E je
jednotkova matice.

Pro zkracenou SVD plati, ze kladna singularni ¢isla jsou odmocniny z vlastnich cisel

matice X' X ( ale také matice XX"), sloupce matice U jsou vlastni vektory matice XX’ a
tadky matice V' jsou vlastni ¢isla matice X" X. S vyuzitim SVD lze rov. (3) vyjadiit ve tvaru

y=U*S*V'B+egresp. y=U*w+¢c kde o=S*V'p

Vektor ® je stejného rozméru jako vektor B Vzhledem k ortogonalit¢ matice U lze ziskat
odhad o parametrii @ po dosazeni do rov. (8), tedy

o=(U"U)"U"y tedy 0=U"y
ProtoZe viak plati,ze 0=S*V’'b vyjde pro odhad regresnich parametrt, Ze
b=(V") 'S0 resp. b=VS'U"y

Inverzni matice S™ je pochopiteln také diagondlni s prvky S,' =1/, S na hlavni diagonale.
Ozna¢ime-li sloupce matice U jako u; a fadky matice V' jako v; miZeme vyjadfit feSeni
ulohy linearni regrese v jednoduchém tvaru

o1
bzzS—*uJ. v, *y
J=

Pokud je r=m, jde o metodu klasickych nejmensich ¢tverct. Pro r<m a r celé resultuji tzv.
odhady hlavnich komponent a pro r necelé tzv. zobecnéné vychylené odhady.

Dalsi mozZnosti je feSeni soustavy tzv. normalnich rovnic X"X*b = X"y, vyjadiené rov.
(8). Také pro tento pripad Ize s vyhodou vyuzit zabudovanych maticovych operaci jazyka
MATLAB, kdy sta¢i pouzit piikaz b=inv(x'*x)*x"*y. Ptikaz inv(A) realizuje inverzi ¢tvercové
pozitivné definitni matice A Misto pfikazu inv(x) lze pouzit ptikaz X=pinv(A), ktery vyuziva
Moore - Penrosovy pseudoinverse (plati,ze A*X*A = A, X*A*X = X). Pro inverzi matice
X' X je také mozné vyuzit rozkladu na vlastni &isla a vlastni vektory s vyuzitim prikazu
[P L]=eig(A), kde A=X"X. Zde sloupce p; matice P jsou vlastni vektory matice X'X a
diagonalni prvky matice L jsou odpovidajici vlastni ¢isla L; setfidénd od nejmensiho
k nejvetsimu.

S vyuzitim vlastnich Cisel a vlastnich vektort Ize psat

X'X=YL,*P, P a (X'X)" =) (/1)) *P,
“j=r “j=r
Zde r =1 pro klasickou MNC a r je v&tsi ne jedna pro ptipad, Ze néktera vlastni &isla jsou
blizka nule, nulova nebo zaporna. Pro dobfe podminéné ulohy, kdy jsou vlastni ¢isla matice
X" X vsechna kladna a dostate¢né vzdalena od nuly vedou vSechny vyse uvedené varianty ke



stejnému feSeni. Rozdily se projevuji u Spatn¢ podminénych uloh, kdy jsou vlastni ¢isla
matice X' X sice kladn4, ale n&ktera z nich jsou blizka nule.

4. Porovnani jednotlivych metod

Pro ilustraci vhodnosti jednotlivych vySe uvedenych postupii byl sestaven program
,olin®, kde 1ze ménit podminénost matice X' X pomoci parametru ep.byl vybran jednoduchy
ptipad, kdy je zndmo ptesné feSeni.Proménnd bk obsahuje odhady parametrti pocitané
klasickou inverzi, proménna bp obsahuje odhady pocitané s vyuzitim pseudoinverse,
proménna bz obsahuje odhady pocitané s vyuzitim zpétného lomitka, proménna bsm
obsahuje odhady pocitané s vyuzitim SVD, proménna brs obsahuje odhady pocitané s
vyuzitim rozkladu na vlastni ¢isla.

Program olin

% test linearni MNC
%datay x1 x2
% 3 1 1
% ep ep O
% 2ep 0 ep
%kde e je presnost (male cislo, zde ep=1e-15).
%korektni reseni je bl=1 a b2=2
clc;clear all;
ep=1e-16; %omozno menit dle testu
y=[3 ep 2*ep];x=[1 Liep 0;0 ep];[n m]=size(x);
%klasicke reseni
bk=inv(x"*x)*x'*y;
% zpetne lomitko
bz=x\y;
%pseudoinverse
bp=pinv(x'*x)*x"*y;
%SVD maticove
[U S V]=svd(x,0);for i=1:m
if S(1,1)>0;S(1,1)=1/S(1,1);
else S(i,1)=0;
end;end
bsm=V*S*U'*y;
Y%racional slozkove
[V Sl=eig(x"*x);for i=1:m
if S(1,1)>0;S(1,1)=1/(S(i.1));
else S(i,1)=0;
end;end
brs=zeros(m,1);for j=1:m
pom=V(:j))*V(.,j)"
brs=brs+S(j.j)*pom*x"*y;
end
fprintf(‘'vysledky \n');s=' bk bz bp bsm  brs';sI=[bk bz bp bsm brs];
disp(s);disp(sl);

Pro volbu ep=1e-7 jsou vysledky pro vSechny metody prakticky ve shod¢ s pfesnym feSenim

Vysledky”
bk bz bp bsm brs
0.9996 1.0000 0.9790 1.0000 0.9996
2.0004 2.0000 2.0210 2.0000 2.0004



o, ee

postupy

Vysledky”
bk bz bp bsm brs
NaN 1.0000 1.5000 1.0000 1.5000
NaN 2.0000 1.5000 2.0000 1.5000

Pro ep=1e-16 resp. mensi (az do realmin = 2.2251e-308) vychazeji vzdy stejné

Vysledky”
bk bz bp bsm brs
NaN 3.0000 1.5000 1.0000 1.5000
NaN 0 1.5000 2.0000 1.5000

Je patrné, Ze pouziti piikazu inv(.) vede ke zkolabovani vypoctu. V ostatnich ptipadech vede i
Spatna podminénost k vysledktim, které jsou vSak pro pseudoinverzi a rozklad na vlastni Cisla
a vlastni vektory vychylené. Nelépe vychazi postup vyuzivajici SVD, ktery je stabilni.
Prekvapive dobré vysledky je mozné ziskat pouzitim operatoru zpétného lomitka. Rozdily
jsou zde zpusobeny numerickymi metodami pouzitymi u jednotlivych algoritmi.

Z uvedeného je patrné, ze zdanlivé jednoduchd uloha linedrni regrese muzZe byt
v realné situaci komplikovand a jeji feSeni mize vyzadovat specialni postupy. Pro indikaci
téchto potizi se pouzivd metod pro indikaci tzv. multikolinearity (tj. pfiblizné linearni
zévislosti mezi sloupci matice X). VétSina charakteristik multikolinearity vychéazi z prvka
korela¢ni matice vysvétlujicich proménnych, kterou lze v MATLABu vy¢islit s vyuzitim
piikazu R=corrcoef(x). Mez zakladni miry multikolinearity patii:

1. prvky korelaé¢ni matice CC (¢im jsou vétsi, tim je multikolinearita vy$si)

2. VIF faktory, coz jsou diagonalni prvky inverzni matice R (¢im jsou vetsi, tim je
multikolinearita vyssi, silnd multikolinearita je pro VIF vétsi nez 100)

3. korelacni koeficienty regrese x; na ostatnich vysvétlujicich proménnych X, pro které
plati R} =1-1/VIF, (&im jsou v&si, tim je multikolinearita vy3si).

Pro vypocet charakteristik multikolinearity byl sestaven program ,,akoli*. Tento program byl
pouzit pro testova data z programu olin.

Pro volbu ep=1e-7 vyslo
*******************************‘
VIF faktory .

VIF = 1.3.336e+013.

VIF = 2.3.336e+013.

a pro volbu ep=le-4 vyslo
******************************‘
VIF faktory .

VIF = 1.3.333e+007.

VIF = 2.3.333e+007.

Je patrné, Ze vyraznd multikolinearita je indikovana podstatné diive,nez dojde ke kolapsu i
pro standardni metodu feSeni MNC.



5. Zavér

Je patrné, Ze i pro pfipady, kdy multikolinearita je pomérné¢ vysoka vedou také
jednoduché zabudované ptikazy k akceptovatelnym vysledkiim [2]. Pro extrémni piipady
vSak muze dojit ke kolapsu. Vyhodné je pouziti SVD, kdy lze pocitat také celou fadu dalsich
charakteristik a zejména fidit mozné vychyleni odhadl (viz.[1]). Diky kvalitnim maticovym
operacim nejsou numerické problémy linearni regrese tak vyznamné jak je bézné u jinych
jazyki. Ptesto Ize doporucit aby pti konstrukei programti pro linearni regresi bylo pouzito jak
kritérii pro indikaci multikolinearity tak i metod umoznujicich analyzu vlastnich Cisel.

Podékovani: Tato prace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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