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Abstrakt:

Prispévek se zabyva problematikou nelinedrniho fizeni a stabilizaci nelinearniho,
nestabilniho systému, s konkrétni aplikaci navrzené metodiky na modelu magnetické
levitace v systému Matlab/Simulink. Je podén uceleny piehled moznosti analyzy a
syntézy fizeni nelinearnich systémi a dale podrobnéji zkoumana stabilizace aplikacniho
modelu s vyuzitim klasické linearizace, exaktni linearizace a Ljapunovovy teorie.

| Uvod

Na uvod si ptipomeiime zakladni motivy, které nas vedou k vyuziti moznosti nelinearniho
fizeni. Linearni aproximace, spoléhajici na fadu zjednodusujicich piredpokladii, umoznuji
nasazenim jednoduchého, propracovaného a uzaviené¢ho aparatu fesit s variabilné velkou
Ujmou na obecnosti celou fadu problému. V dnesni dob¢ pokrocilé vypocetni techniky
vSak jiz miizeme tuto Ujmu, na ukor nardstu slozitosti matematickych disciplin a s tim
souvisejici vypocetni naroc¢nosti, prostiednictvim nelinearniho fizeni minimalizovat a
postihnout tak nelinearni podstatu redlného svéta vytvarenim piesnéjsich modelt
zohlediujicich velké pracovni rozsahy, nespojitosti, parazitni nelinearity a parametrické
nejistoty. Vysledkem specifickych rozsiteni ¢i zobecnéni linearnich metod slouzicich

k fizeni slozitych systému s vysokym stupném nelinearity tak vétSinou je nakladné a
dlouh¢ vyvojové obdobi na jehoZ konci stoji fidici algoritmus s minimalni stabilitou a
efektivitou.

Nelineéarni systémy vykazuji vzhledem ke svym linearnim proté&jsktim fadu specifickych
rysl, mezi jinymi neplatnost principu superpozice, existenci vice rovnovaznych stavi,
v¢etné€ limitnich cyklt (samobuzenych kmitt) a chaotického chovani, zavislost
pocate¢nich podminek na vstupnim signalu, bifurkace, strukturalni nestabilitu, a
piedevsim absenci univerzalni metodiky pro analyzu a syntézu fizeni.

II. Analyza a syntéza rizeni

Mezi klasické metody analyzy nelinearnich systému patii predevsim:

a) kvalitativni analyza pomoci fazovych portrétl, generujici ve stavovém prostoru
dynamického systému druhého fadu pohybové trajektorie odpovidajici riznym
pocate¢nim podminkam a umoziujici nasledné zkoumani kvalitativnich ryst téchto
trajektorii,

b) ekvivalentni prenosy aproximujici nelinearni prvky jejich linearnimi ekvivalenty a
umoznujici naslednou analyzu vzniklych systému ve frekvencni oblasti, a

¢) Ljapunovova teorie stability s aplikaci v syntéze fizeni, kdy jistym zplisobem
formulujeme pozitivni skalarni funkci stavti systému, kterou vhodnym vybérem fizeni
ptinutime klesat, ¢imz zaruc¢ime stabilitu navrzeného nelinearniho systému.

Rizeni je pak moZné syntetizovat linearn&, po predchozim pievedeni systému do linearni
oblasti s vyuzitim linearizace, a to
e linearizace klasické (1. Ljapunovova metoda), linearizujici nelinearni systém
lokaln¢ v okoli rovnovazného stavu a vychazejici z intuitivni predstavy, ze za



ur¢itych piedpokladi se bude tento systém pii malych odchylkach od
rovnovazného stavu chovat podobné jako jeho linearni aproximace,

e gain-scheduling (programované zesileni), kdy se systém linearizuje kolem vétSiho
poctu pracovnich bodii, které dostatecn€ pokryvaji pracovni oblast, a vysledny
regulator se zpravidla ziskd spojitou interpolaci parametrti regulatora pti pohybu
mezi pracovnimi body, anebo

e exaktni (zpétnovazebni) linearizace, kterda vykompenzovanim nelinearit systému
jinymi nelinearitami umoznuje tento systém pievést v oblasti zpravidla daleko
Sirsi, nez je ptipustnd oblast linearizace klasické, na systém linedrni.

Dalsi moznosti je pak fizeni nelinearni, zahrnujici pfedevsim Ljapunovovu teorii.

V neposledni fad¢ je pak mozné séhnout u modelii s nejistotou na vstupu ¢i v modelu
k robustnimu ¢i adaptivnimu fizeni (sliding-mode control) a dale vyuzit Siroké palety
moznosti um¢l¢ inteligence, ptedev§im pak neuronovych siti.

III. Model magnetické levitace

Magneticka levitace nachazi Siroké uplatnéni u vysokorychlostnich vlaki, kde eliminuje
tfeni, v robotice pii potiebach piesného polohovani a v mnoha dalSich aplikacich.
Hardware aplika¢niho modelu obsahuje elektromagnet, ptedstavovany meédénou civkou,
ocelovou kulicku, induktivni snimac polohy, operacni zesilova¢ a D/A a A/D pievodniky,
viz. obr.:

Interface tvofi vystupni napéti ze snimace polohy a vstupni napéti na zesilovac /civku,
pti¢emz proud tekouci civkou je pfimo umérny vstupnimu napéti.

7. matematického hlediska jde o nelinearni, v oteviené smyc¢ce nestabilni SISO systém
2./3. tadu (v zavislosti na ptesnosti pouzitého modelu). Model tohoto systému je mozné
sestavit bud’to metodou systematického modelovani, vychazejici z variacniho poctu,
anebo pouzit druhou, intuitivnéjsi cestu rovnovahy sil, jenz je ilustrovana nize. Dodejme,
7e konstanty modelu byly stanoveny experimentalni identifikaci.
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V rovnovazném stavu, odpovidajicimu klidové poloze kulicky v pozadované vysce x;=w
zcela vymizi vektorové pole zadavajici zjednoduseny model soustavy, tedy:
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IV. Klasicka linearizace

Nejprve byl systém v okoli svého rovnovazného stavu linearizovan 1. Ljapunovovou
metodou a naslednou syntézou pomoci metody geometrického mista kotenti byl navrzen
PID regulator. V ramci této metody byla s ohledem na stabilitu systému nejprve zvolena
poloha dominantniho pdlu dostatecné vlevo na realné ose, vhodné umistény dve volitelné
nuly a postupnym navrhem PD a PI regulatoru syntetizovan vlastni regulator PID.
Simulovany systém byl z divodu urychleni reakce na vstupni poruchu doplnén o
dopiednou kompenzaci regulacni odchylky. Vysledky linearizace jsou patrné z
prechodové charakteristiky systému a z pribéhu trajektorie kulic¢ky, sledujici pozadovany
sinusovy signal.
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U afinnich systémi je mozn¢ provést linearizaci pomoci stavové transformace a nelinearni
zpétné vazby (vstupni transformace) a vysledny linearni systém poté fidit stavovym
regulatorem. Takova exaktni linearizace, na rozdil od linearizace v okoli rovnovazného
stavu, nezanedbava Taylorovy ¢leny vysSiho stupné, nybrz je eliminuje. Tato metoda
vyuziva piedevsim prostiedkt diferencialni geometrie, jmenovité Lieovy algebry, pficemz
pro ¢tenafovu jasnou interpretaci nize uvedené klicové véty je tieba nadefinovat dva
zakladni pojmy tohoto aparatu:

a) Lieova derivace, piedstavujici smérovou derivaci hladkého skaldrniho pole A:
R"— N vzhledem k hladkému vektorovému poli /> R"— R" je definovana
vztahem:

o an

th:Vh-f:(g,. . ]-f(x)

b) Lieova zavorka, piedstavujici derivaci hladkého vektorového pole /> R"— R”"
vzhledem k vektorovému poli g: R"— R"je definovana vztahem:

n

ad,g =[f.g)=(Vg)- f —(Vf) g . Rekurzivn je mozno psat ad,'g = lf,adf.i_ng,
tedy napf. adeg = lf,adf'gJ: [f,[f,g]]-

Véta: Nelinearni systém x =f(x)+g(x)u je linearizovatelny (tj. existuje difeomorfismus
T a nelinearni zpétna vazba u= o(x)+[(x)v, Ze nové stavové proménné z=7(x) a novy
vstup v vytvareji linearni systém v kanonickém tvaru zI =z2 ... zn-1"=zn , zn =v)
tehdy a jen tehdy, existuje-li oblast QQ, v niz plati podminky Fiditelnosti a involutivity.

Pozn.1:
Jsou-li T(x) a T"'hladkéa zobrazeni a T(x) je invertovatelné pro viechna x e R", pak T(x) je
globalni difeomorfismus.

Pozn.2:

Podminka fiditelnosti pozaduje v oblasti Q linearni nezavislost vektorovych poli {g, adrg,
., adf™! g}. Podminka involutivity znamen4, Ze vytvotime-li Lieovu zavorku z

kterychkoliv dvou poli uvedené mnoziny , pak vysledné vektorové pole Ize vyjadrit jako

linedrni kombinaci piivodni mnoziny vektorovych poli, tedy
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Tato vlastnost tvori zékladni predpoklad tplné integrovatelnosti mnoziny vektorovych
poli, ktera uizce souvisi s fesitelnosti soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic.

V obecném pripad¢ prevadime nelinedrni afinni systém na linearni linearizaci vstup-
vystup dle nasledujiciho schématu:

Xx=f(x)+g(x)u z=Az+bv
4> - -
y=h(x), xeR" y=h(z), zeR"

Po zjednoduseni naseho modelu, kdy vSak zanechdvame vSechny jeho vyznacné rysy, vypada
zminéna transformace nasledovné:
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Vypocet linearni reprezentace lze provést tak, ze vystup derivujeme postupné tolikrat, az se
objevi zavislost na fizeni u, tedy:
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Stavovy regulétor : v = —k, (z - w) —k,z, — k,z,, volboukonstant k,, k, a k; 1ze nastavit

vhodnou dynamiku

Schéma exaktni linearizace a ndsledného umisténi poli pomoci stavového regulatoru, stejné
tak jako prabeh vstupniho napéti, piimo umeérného poloze kulicky, a vystupniho napéti jsou
znazornény na obrazku.
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VI Generace Ljapunovovych funkei

Problematika Ljapunovovych funkci je dobfe zndma a proto jen pfipomenime, Ze zvlastni
pozornost byla vénovana algoritmizovatelnym metodam.

Principy metod, které byly testovany na nebuzeném systému, vychazeji z

a) primé volby V(x), obvykle ve tvaru kvadratické formy (Krasovského metoda: feseni
maticové rovnice, kontrola negativni definitnosti),



1)
2)
3)
4)

b) volby VV(x) — vhodny postup pro integraci (Variabilni gradient: potencial V(x)
ur¢ime z gradientu jako kiivkovy integral. Podminkou je potencialnost vektorového
pole),

¢) volby V'(x) — feSeni PDR (Zubovova metoda: volba pozitivné definitni funkce —Q(x)
s ohledem na zjednoduseni jinak velmi komplikovanych vypoctl), anebo

d) pfima integrace pohybovych rovnic systému (energetické metody, prakticky
nealgoritmizovatelné).

Ke studiu stability byl pouzit zjednoduseny model nebuzeného systému 2.fadu
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Metodou variabilniho gradientu jsme dospéli k Ljapunovove funkci ve tvaru

V= J'xldx1+ xg-ﬂ+x2{g—L2] dx,
0 0 (xl_xo)

Energometricky algoritmus, vyuZzivajici prvnich integral(i, ddva v tomto piipadée stejny
vysledek jako BarbaSinova metoda, ve tvaru:
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Zubovovou metodou je mozné dospét k Ljapunovove funkci ve tvaru feSeni parcidlni
diferencialni rovnice s variabilnimi koeficienty, konkrétné

V
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VII. Zavér

V soucasné dobé¢ se k tizeni systému jevi jako nejvyhodnéjs$i metodika zaloZena na
exaktni linearizaci. Systém je mozno dale zkoumat piedevsim z hlediska fizeni pomoci
robustnich technik typu Sliding Mode a Variable Structure Control, pfipadné¢ v kombinaci
s neuronovymi sitémi ¢i fuzzy regulatory, jakozto zastupci modernich prvkd umélé
inteligence.

Kontaktni informace: petr.hotmar@yvscht.cz, jaromir.kukal@vscht.cz
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