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1 Uvod
Identifikace

Méjme jako objekt pozorovani linearni diskrétni dynamicky
systém, jehoz vlastnosti nas zajimaji. Pojmem identifikace oznacu- ‘,I Mé&¥eni na dile | xz, y
jeme proces ztotoziovani matematického modelu s dilem. Ten ma I
v zésadé t¥i fize — méfeni, odhadovani struktury dila a zjistovani | Odhad struktury G
parametri modelu. matem.‘ modelu

V prvni etapé se ze vstupt x(t) dimenze n a vystupd y(t) Hledani parametra| .

matem. modelu

dimenze m odebiraji vzorky x(kT) a y(kT) a vytvafeji se mati- |

cové Casové fady. V druhé etapé se odhaduje struktura dila urcujici
slozitost matice frekvenénich pfenosi G,, =~ G,,(c, f) jeho mate-
matického modelu. Zde ¢ jsou jsou parametry systému a f je frek-
vence. K tomu lze s vyhodou vyuzit pfedbézné informace o tvaru
frekvenc¢nich pfenosi a poctu vyraznych rezonanci v nich. K pfre-
chodu z casové oblasti do frekvenc¢ni se pouzije diskrétni konecna
Fourierova transformace, obvykle ve verzi FFT. V posledni etapé
se numerickymi postupy urcuji neznamé ,koeficienty*“ — parametry
dila. VSechny etapy nemusi probihat v realném case zkousky, pokud
vysledky identifikace neslouzi k okamzitému regula¢nimu zasahu.

Odchylka modelu

Metody pro identifikaci diskrétnich soustav délime na pfimé a
nepirimé.

2 Prima identifikace SISO systémi Obr. 1. Proces identifikace

Problém identifikace jednoduchych systémi s jednim vstupem a jednim vystupem, SISO systémii, se
objevil pred vice jak 50 lety v letectvi a automatickém Fizeni. Uvedme déle dvé metody odhadu parametrti
SISO systému z jeho méfeného frekvencéniho pfenosu G(p), kde p = 27 f.

2.1 Linearni regrese s iteraci

Frekvencni prenos matematického modelu linedrniho SISO systému ma tvar
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Koeficient by se obvykle voli jako by = 1.

Dosadime-li hodnoty méreného frekvencéniho pfenosu pro vSechny budici frekvence fi do sloupcového
vektoru g(p), potom rozdil mezi matematickym modelem a méfenim charakterizuje vektor rezidui

r(p) =g,,(p) —g9(p), (2)

kde g,,(p) je vektor ndhradniho frekvenéniho pfenosu pfi stejnych frekvencich jako u g(p). Pro k-tou

frekvenci potom plati
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—G(pr) = ri; 1=1,2,... (3)



Piimé feseni tohoto problému linearni regresi neni mozné, protoze nezndmé koeficienty a; jsou ve jmeno-
vateli zlomku. Rovnici (3) je vSak mozno jim prondsobit a dostat tak vztah

> aipl,Glor) =D biph=1-1cY  a;pi. (4)
j=0 j=1 3=0
N——
Wy,

ve kterém jsou neznamé koeficienty a; a b; na levé strané rovnice jiz v linedrni vazbé. Rovnici (4) pfepiSeme
do tvaru skalarniho soucinu

[G(pk)apk G(pk)a"'asz(pk)|7pkafpza"'afp?] i o 1=1. (5)

Pfi zméné frekvence na vSechny fj vznikne soustava komplexnich linearnich algebraickych rovnic
Ac=y (6)

s FeSenim optimélnim ve smyslu metody nejmensich étverci (,,4“ v exponentu znaéi pseudoinverzi)
c=A'y (7)

obsahujicim hledané neznamé koeficienty. Tento postup v podstatné jednodussi verzi naznadil jiz Mo-
nastyrsin [1]. Takto ziskané koeficienty vSak neodpovidaji minimu funkce, sumy kvadrati rezidui, rr,
ale P WHW r, kde W je matice neznamych vah méfeni o prveich wy, a exponent H hermitovskou

transpozici. Mohou proto slouzit jen za prvni pfibliZzeni skute¢nym koeficienttim.

Nezndmou vahu w, mizeme z¢4sti kompenzovat v iteracich, délime-li v [4-prvni iteraci celou rovnici

vahou w,(CH_l) = Z;’L:o agl) pi. Pokud bude itera¢ni proces konvergovat, bude se w,,/ w,(clH) blizit k jednicce
a potom
m
Wy (1) _ Wy, 1 (+1)
o e =G i~ —mm b P (8)
Wy Wy, Wi " =0
S~—— N——
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se bude blizit skutecné chybé nahrady k-tého méfeni.

Vyhodou této metody je obvykle velmi rychlad konvergence. Pfi tom se pro optimalizaci vystaci
s pseudoinverzi. Jeji nevyhodou vsak je, Ze nalezené koeficienty a; a b; nemusi byt fyzikalné realizovatelné,
a ze jim odpovidajici matematicky model nemusi byt stabilni. P¥i¢inou tohoto stavu mohou byt velké
mé¥ici chyby a ¢isté geometricky pfistup k nim bez omezeni kladenych na koeficienty.

2.2 Nelinearni regrese

Aby vysledny matematicky (regresni, zidentifikovany) model byl stabilni, je zapotiebi klast na jeho
koeficienty jisté pozadavky. To vSak nebylo dobfe moZné v linearizovaném ptipadé. Problém identifikace
lze vsak feSit i jako optimaliza¢ni Glohu s omezenimi. Za tim tucelem postavme ponékud modifikovany
model, ktery vyplyne z rovnice (1) po rozkladu ¢itatele i jmenovatele v sou¢in trojélenti

n+1

Gm(p) = Gm(o) H

Jj=1

1+c¢jp+d;p? )
1+a;p+0bp?’
kde G, (0) je hodnota frekvenéniho pfenosu pii nulové budici frekvenci, a kde nékteré z koeficientt a;,
b;, ¢;, d;j (rozdilnych od pfedeslé metody) jsou pfipadné zndmé (napf. nulové). Pak pro chybu nahrady
ri, pri i-té budici frekvenci lze psat

Gm(pk) — G(pk) =Tk - (10)
Pro vsechny budici frekvence se z rezidui sestavi vektor-sloupec r. Omezime-li se na feseni optimalni ve
smyslu nejmensich ¢tvercit, mohli bychom za kriteridlni (cilovou) funkci, kterou budeme minimalizovat,
zvolit

Si(a,b,c,d) =rfr, (11)



ktera by bez dalsich podminek mohla vést také k nestabinim systémtm. Je vSak znamo, ze stabilni
systémy maji koeficienty a; a b;, ovliviiujici polohu a ,mohutnost péla (vlastni ¢isla), kladné. Stejné
podminky miiZzeme klést na koeficienty c; a d; ovliviiujici polohu nul. Potom je celné zavést za neznamé

koeficienty kvadraty novych nezndmgych totiz a; = ajz, b = ]2, cj = 7]2», dj = 5]2» a postavit novou cilovou
funkci

S2(aa/657’6) = T‘H"" (12)

Takto zidentifikované systémy jsou jiz stabilni.

3 Prima identifikace MIMO systému [2]

Chovani linearniho diskrétniho dynamického systému s mnoha vstupy a mnoha vystupy v ¢ase lze
popsat soustavou obyc¢ejnych linearnich diferencidlnich rovnic 2. fddu. Tak napf. diferencialni rovnice

M §(t) + B4(t) + K q(t) = f(1) (13)

s matici hmot M, matici koeficienti itlumu B, matici tuhosti K, vektorem buzeni f a vektorem odezev q
popisuje pohyb linearni diskrétni mechanické soustavy. Po Fourierové transformaci této rovnice s nulovymi
pocateénimi podminkami dostaneme pro p = i27 f rovnici

[P’M+pB+ K] q(p) = f(p), (14)
Z(p)

v niz f(p) je vektor Fourierovych obrazt budicich sil, g(p) vektor obrazi buzeni a Z(p) matici dynamic-
kyjch tuhosti. Matice k ni inverzni,

G(p) =Z '(p), (15)

kterou lze relativné snadno mérit, se nazyva matici frekvenénich prenosi nebo frekvenénich odezev, anebo
i matici dynamickych poddajnosti. Rovnost ze vztahu (15) lze vyuzit k odvozeni dvou pfimych metod.

3.1 Souéinova metoda

Tato metoda je zaloZena na vzajemné inverznosti matic dynamickych poddajnosti a tuhosti. Z této
podminky pro méfené G(p) a hledané Z(p) plyne

G(p) Z(p) = I+ R(p), (16)
kde R(p) je matice rezidui. RozepiSeme-li posledni rovnici pro k-tou budici frekvenci fi, dostaneme
[p% G(pk)v Dy G(pk)v G(pk)] M = Ia (17)
B
K

kterou pro vSechny mérené frekvence fi, k= 1,..., K mizeme zapsat ve tvaru

p% G(P1)7 b1 G(p1)7 G(Pl) M 1
: : : B |=]:|. (18)
P%{ G(PK) Pk G(PK)a G(pK) K 1
——— N —
A C Y

Matice A soustavy je obvykle obdélnikova, a proto pfiblizné feseni ve smyslu metody nejmensich ¢tverct
ma tvar:

C=A"Y. (19)
3.2 Rozdilova metoda

Tato rovnéz priméa metoda je zaloZena na faktu, ze

Z(p) -G~ '(») = R(p). (20)
Podobnym postupem jako u soucinové metody dostaneme maticovou rovnici pro k-tou frekvenci

(AL, oI I M ] =G (p). (21)
B
K



Pro vsechny méfené frekvence dostane rovnice novy tvar

piI pI - I M G ' (p1)
o ]| B = : (22)
piI ppI - I K G '(pg)
——
A C Y

se stejnym FeSenim (19) jako v pFipadé soucinové metody.

4 Neprima identifikace SISO systémii

Jde o ¢astou tlohu, pfi niz mame z méreného frekvencéniho pfenosu uréit vlastni ¢isla pozorovaného
objektu a jeho citlivost na dané buzeni. Je znamo, Ze obrazy odezev jsou zavislé na obrazech buzeni podle
vztahu

a(p) =Vy[pI-S|7'WI f(p), (23)
G(p)

v némz S je spektralni matice, na jejiz diagonéle lezi vlastni ¢isla matematického modelu a V, a W,
jsou vychylkové submatice modalnich matic V' a W. Pozorujeme-li objekt pouze v misté ¢ pfi buzeni
v misté j, nastane situace vyjadrend nasledujicim schématem:

<.
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q(p) \Z [pI-S]! w/l f(p)-

Jiz z néj je patrno, ze odezva bude obsahovat pfispévky vSech tvari kmitu, protoze se v ni uplatni cela
diagonélni matice s pdly. Oznacéime-li vektor-fadku matice symbolem transpozice, mizeme odezvu g;(p)
zapsat také jako

a(p) = ol [pI-8]" (wh)"
2n v, ’LUC 2n s (24)
o ) w Ygu ) %14
= fj(p);p—sy = fj(p)l;p_sy'

Je-li buzeni harmonické o jednotkové mohutnosti, predstavuje suma v této rovnici (ij)-ty prvek g;;(p)
matice frekven¢nich pfenost G(p). Objekt potom identifikujeme nalezenim vlastnich ¢isel s, a jim od-
povidajicich citlivosti a;j,. Pii identifikaci vychazime z diléiho frekvenéniho pfenosu g;;(p) méfeného ve
frekven¢nim intervalu pokryvajicim vlastni ¢isla o indexech v, az v, podle vztahu

. s Aijy
9i5(p) = Z b5, (25)
v=rg,—1 v

Pro nalezeni neznamych s, a a;;,, pouzil Kozanek [3] stabilizovanou Newtonovu-Raphsonovu metodu pro
minimalizaci sumy kvadrata rezidui

vp+1

Qijy
rij(pr) = Z ﬁ — ij(Pr) - (26)
v=r,—1 v

Formule ukazuji, Ze budeme identifikovat o dvé vlastni ¢isla vice, nez byla v méfeném intervalu. Divodem
je potreba korigovat prispévky vlastnich frekvenci, lezicich vné méfeného frekvencéniho intervalu.

Vektory neznamych regresnich koeficienti jsou

c:[i],kde S:[SV] aa:[aijl,L VZVG_l?"',”b‘f’l. (27)



Gradientni metody optimalizace potiebuji Jacobiovu matici J = 9r/dc, kterd mé ¥ddky odpovidajici
k-té mérené frekvenci

G,ij,j 1
(P — s0)? Pk — Su

(28)

Je ziejmé, ze pro vypocet matice J je zapotiebi znat dobré odhady neznamych parametrt c.
Za predpokladu, Ze jsou vlastni ¢isla dobfe separovand, lze s, a a;;, odhadnout z pribéhu frekvenéniho
prenosu v okoli rezonanci. Je-li v okoli v-té rezonance pri respektovani ostatnich vlastnich ¢isel posunutim

pocatku o g, frekvencni pfenos
. ay ay p—Su

g(p) = + g == p=3s,+ v s 29)

®) p— sy Y glp) o9l 7T (

potom pro odhady §, a a, vlastniho ¢isla s, a citlivosti a, plati

1 — s, 5w
Pk = ]-, 3 Dr > dV . (30)
g (pk) g (Pk) Gy

Zvolime-li frekvenci p,, maximalniho modulu frekven¢niho pfenosu za stfedni z pétice méfeni, mizeme
koeficienty §,, a, a g, urcit pomoci pseudoinverze jako

1 Pm—2 — Su +
3, T og(Pm—2) " 9(pm—2) Pm—2
a | =0 z e (31)
v 1 1 Pm+2 — Sv Pm+2

7

9(Pmt2) * 9(Pm+2)

Za zatim neznamé vlastni ¢islo s, ve tfetim sloupci pseudoinvertované matice lze zprvu pouzit pouze jeho
hruby odhad p,, z budici frekvence f,,, pfislusejici rezonan¢nimu vrcholu. Ten pak lze déle zpresnit pomoci
pravé nalezeného §,. Fiktivni (korekéni) vlastni ¢isla odhadujeme stejnym zptisobem, avSak tentokrat
z krajnich péti (tf1) bodt méteni. Nakonec probéhne cyklus iteraci (1), v nichZ se zpfesiiuje predchozi
odhad ¢ na

D = W — gtp®) (32)
Poznamka:
Jacobiovu matici lze relativné snadno zkonstruovat za pomoci matice A; o tvaru
1 1
P1— Sp,—1 ’ ’ P1 — Sy+1
A = : : : (33)
1 1
pK - SVafl ’ ’ pK - SVbJrl
a z ni odvozené matice As, kterd ma za prvky kvadraty
pI‘Vklol matice Al. Potom Testc.dat — complex frequency response G(f)
J = [ A, diag(a), A;]. 34 //:‘* S
Kromé toho navic vektor aproximaci hodnot frekvencénich ol /o/ ¢ \ \b
prenost zjisténych pii vsech budicich frekvencich p bude d \° b |y
w0 5 g /° I
(p) = Aia. 35 \ 3\ 4 /
g 1] (p ) 1a ( ) s | ° \‘\ \\/ /o )5
O 2 o
E ° °
4.1 Piiklad o e Q%
Na vedlejsim obrazku je vysledek identifikace mechanic- -20f //‘5/‘ O
kého systému z métreného frekvencéniho prenosu. l ¢ @c}
Déle je uveden program v jazyku MATLAB, ktery O\\\ /
identifikuje SISO systém. Popis vstupnich i vystupnich % % =5 & » w® & s
Re G(f)

parametru je uveden v zahlavi M-funkci. Funkce inp.m,
fig.m a loadmx.m byly prezentovany jiz diive [7]. Je
vhodné si povsimnout, jakym zpiusobem byla vytvorena
jiz zminénd matice A; v modulu IdeSISO.m.

Obr. 2. Identifikace SISO systému



>> ident

file =(Tes‘)cc.dat =[> ] , oon Testc.dat — normalized amplitude frequency resonse |G(f)|
scalex(x_1) -> f [Hz] = 1/60 =>
scale(x_{2,3} = ones(size(f)) => %or @
weight = f => gor ”ﬁ
f_ o = -1.0000 => g: 9 @ 8
= | &4
k Re s Im s Re f Imf Q E:z: ﬁ p#ﬁ
ol \
1 -1.33 71.94 11.45 -0.21 27.14 sor d‘ékg ' \ dyyd9/6§ﬁ%
2 -18.24 70.53 11.22 -2.90 2.00 2 o \\\ bd
3 -2.05 104.57 16.64 -0.33 25.55 1or ; ‘ ‘ ‘ O\j\\‘ﬁ, T/” ‘ ‘ ‘
é 53‘33 éég.gg ig.gg -g-gg 23-22 % 5 10 15 20 2 3 3 40 45 50
- . . . ~9. . f K471
6 -19.84 315.03 50.14 -3.16 7.96 Obr. 3. Identifikovana
7 -32.15 314.88 50.12 -5.12 4.92 v |(;(f)|

Identifikace nahodné vybraného méfeného frekvencéniho pfenosu mechanické soustavy se uskutecnil
déle uvedenym programem. Vlastni identifikaci zajistuje M-funkce IdeSISO.m, kterd po nalezeni pocéa-

tecnich odhadt vold funkci 1sqnonlin z Optimization Toolboxu.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Ittt o ToTo T To o T T o T T o o o o o oo T o o

clear all

close all

file = inp(’file’,’Testc.dat’);
= loadmx(file);

sclf = eval(inp(’scalex(x_1) -> f [Hz]’, ’1/60°));
f = x(:,1)*sclf;

sclx = eval(inp(’scale(x_{2,3}’,’ones(size(£))’));
g = (x(:,2)+i*x(:,3)).*sclx;

g = 100/max(abs(g) ) *g;

wght = eval(inp(’weight’,’£’));

pk = inp(C’f_o’,-1);

if length(pk)>1 | pk>0, pk=pk*sclf; end
[go,s,a,ho,ns,output] = ideSISO(g,f,pk,wght);

e W RAL IR L
df = (£f(end)-£(1))/500;

ff = (£f(1):df:f(end))’;

N = length(ff);

Gf = 1./(i*diag(2*pi*ff)*ones(N,ns) - ones(N,ns)*diag(s))*a + ho;
£ig(8);

hold on;

plot(0,0)

plot(f,abs(g),’0’, ff,abs(Gf),’r’)

grid

xlabel (’f [Hz]’,’Fontsize’,14)
ylabel(’ |G(£f)|’, ’Fontsize’,14)
title([file ° - normalized amplitude frequency resonse |G(f)|’],’Fontsize’,14)

fig(4);

axis(’equal’)

hold on;

plot(g,’0’);

plot(0,0,’.k’)

plot(Gf,’-r’); grid;

xlabel(°’Re G(f)’,’Fontsize’,14)

ylabel(’Im G(f)’,’Fontsize’,14)

title([file ° - complex frequency response G(f)’],’Fontsize’,14)

s = sort(s)
Q = abs(s). /( 2*real(s));
fprintf(’\n k Re s Im s Re £ Im £ Q\n’)
for k = 1:ns
fprintf(’\n%?d %8.2f %8.2f %8.2f Y%7.2f 47.2f°,...
k, real(s(k)), imag(s(k)), imag(s(k))/2/pi, real(s(k))/2/pi, Q(k));
end

%

function [£,J] = FunJ(x,wght)
7AVA%VAVA%VAVA%VAV/AVAV/AVAVA

global go om N ns ia

A= 1../(i*diag(om)*ones(N ns)-ones(N,ns)*diag(x(1:ns)));
J = [A."2xdiag(x(ia)), A, ones(size(om))].*(wght*ones(1, 2*ns+1)) Jacobian matrix
f = (Axx(ia)-go+x(end)) .*wght; % vector of Welghted residuals



% IDESISO.M Evaluation of eigenvalues, power factors and

% ””””””””” correction terms

% [go,s,a,ho,ns,output] = ideSISO(g,f,K,wght)

Y A dmmm e it e 2L LDl

h

% g column vector of frequency response G(f) samples

A £ column vector of excitation frequencies [Hz]

A ep scalar <0 peak tolerance, >0 subscript of a single peak
YA vector = subscripts of peaks within interval of f

A wght column vector of measurement weights

h

A go identified frequency response

A s vector-column s(i) of eigenvalues

% a vector-column a(i) of participation factors

A ho scalar, correction ofthe coordinate origin position
A ns number of eigenvalues

A output information about the optimization

function [go,s,a,ho,ns,output] = ideSISO0(g,f,ep,wght)
Totototo o To Toto foTo o 1o To o To o Fo o Fo T Fo o o o Yo T o o o oo oo Fo o Fo o Fo o o o oo o o oo oo Fo o

global go om N ns ia

go = g; % samples of frequency response G(f)
om = 2xpix*f; % excitation frequency omega
N = length(g); % number of samples of G(f)

if length(ep)==1 & ep<0 %  seek peaks?
[X,I,K] = peaks(abs(g),-ep);

else
I = zeros(size(ep));
for k = 1:length(ep)

df = f-ep(k);
for j=1:N
if df(j)>0, break, end

end

Ik) = j;

if abs(df(j-1))<df(j), I(k)=I(k)-1; end

end

end
I =[11IN]; A positions of peaks & borders
ns = length(I); % number of peaks
ia = ns+1:2*ns;
x = zeros(ns,1);

if nargin<4, wght = ones(N,1); end

A
yA Initial estimate of eigenvalues s(n):
for n = 1:ns
j = I(n)-2;
if j<i, j = 1;
elseif j>N-4, j = N-4;
end
k = j+4;
p = [ones(5,1), 1../g(j:k), i*(om(j:k)-om(j+2))./g(j:k)I\om(j:k);
p = [ones(5,1), 1../g(j:k), i*(om(j:k)-p(1))./g(j:k)I\om(j:k);
x(@) = ixp(1); % eigenvalue estimate
end
x = -abs(real(x))+i*imag(x);
A = 1../(i*diag(om)*ones(N,ns)-ones(N,ns)*diag(x(1:ns)));
x = [x; A\g; 01; % initial estimates of s(n) & a(n)

dom = 0.1xom(N);

1b = zeros(ns,1)-dom;

ub = ones(ns,1)*om(N)+dom;

options = optimset(’Jacobian’,’on’, ’disp’,’none’);

[x,resnorm,residual,flg,output] = lsgnonlin(’FunJ’,x,1b,ub,options,wght);

s = x(1:ns); % eigenvalues

a =x(ia); % participation factors

ho = x(end); % origin correction

s = -abs(real(s))+iximag(s);

ns = length(s);

go = 1./(ixdiag(om)*ones(N,ns) - ones(N,ns)*diag(s))*a + ho;
1)

h

% PEAKS.M Finds peaks of |G|

y et

%h G columns of G(f)
% Tol peak tolerance



)
h
b
%

function [X,I,K,N] = peaks(G,tol)
Tt toto o To T to Vo To T 1o To o To o Fo o Fo o Fo o o o Yo o o o o o o

[N,mn] = size(G);

row of peak values

row of indeces of all sum(abs(G)) peaks

row of indeces of sum(abs(G)) peaks > tol*abs(G)
lengtG of time series

=2 XN H X

if mn==1,
aG = abs(G(:)); % Column
else
aG = sum(abs(G.’).’); % Columns
end
G(2:N-1) = (aG(1:N-2)+3*aG(2:N-1)+aG(3:N))/5;
I=1:N;
I = I(G(2:N-1)>G(1:N-2) & G(2:N-1)>G(3:N))+1;
G = -G;
J = 1:N;
J = J(G(2:N-1)>G(1:N-2) & G(2:N-1)>G(3:N))+1;
G = -G;

if G(2)>6(1), J=[1 J]; end

if G(N-1)>G(N), J=[J N]; end

ij = min(length(I),length(J));
1- .

K = 1:N;

K = K(max(abs((G(I(1:1j))-G(J(1:i3)))./G(T(1:1j))), ...
abs ((G(I(1:13))-G(J(2:1j+1)))./G(I(1:1j))))>tol);

K = I(K);

X = G);

5 Neprima identifikace MIMO systému

vvvvvv

s jednim vstupem a jednim vystupem. Budi se i mé¥ ve vice mistech a to bud soucasné nebo i v etapach
po sobé. Zpracovanim experimentalnich dat se mé ziskat jedna spektralni matice S a dvé matice modalni
V a W. Existuje fada metod, které 1ze najit v literatute (viz napt. [4], [5]). Uvedme zde jednu relativné
novou kompaktni metodu, kterd na rozdil od dosud probiranych, pracujicich na frekven¢ni oblasti, je
zaloZena na analyze matice impulznich odezev, tedy na informaci z ¢asové oblasti. Jak bylo feceno vyse,
je matice impulznich odezev G(t) origindlem k matici frekvenénich pfenosit G(p).

Obvyklym vystupem z dynamickych experimentii byva serie matic frekvenénich pfenosti (dyna-
mickych poddajnosti) G(p) eC™™. Ty lze ziskat nejriznéjsimi technikami méfenim odezev objektu v m
mistech na libovolné buzeni ptisobici na objekt v n bodech. Neni rozhodujici, zda bylo harmonické, im-
pulzni, pfechodové nebo ndhodné, anebo zda bylo aplikovano postupné v jednotlivych bodech konstrukce,
anebo soucasné v pripadé ndhodného buzeni.

Matice frekvencnich pfenosti lze vyjadiit dvéma zptisoby:
G(p) = [”PM+pB + K|' =V [pl —S]"'W", (36)

kde modalni matice V a W eC™?™" obsahuji vlastni vektory vychylek, a spektralni matice S e C?™"2m"
vlastni ¢isla na diagonéle. Z matice G(p) lze zpétnou Fourierovou transformaci ziskat matici impulznich
odezev

G(t) = L ooG(p) etPldf = Vexp(St)WH . (37)

Protoze vysledkem experimentu nejsou spojité funkce, ale ¢asové, pfip. frekvencni fady zavislé na vzor-
kovaci periodé T, nahrazuje se obyCejnd Fourierova transformace jeji diskrétni kone¢nou verzi (DFT,
IDFT). At vysledkem experimentu je ¢asova Ffada matic impulznich odezev odebranych s pevnou perio-
dou vzorkovani T" o tvaru

G(kT) = Vexp(kST)WH,  k =0,...,N -1, (38)
kde N je celkovy pocet submatic G(kT), tedy i vzorkd v kazdém prvku této maticové ¢asové fady.

5.1 Vlastni cisla
Odezva ¢(t) na libovolné buzeni f(t) je konvoluci impulzni odezvy G(t) s f(t), tedy

qt) = G@)* f(t) = /OG(T) ft—7)dr = /OG(t—T)f(T)dT. (39)

V diskrétni verzi lze odezvu soustavy vyjadrit s vyuzitim posledniho vztahu jako

k k
q(kT) = T G((k—r)T) f(kT) = TV Y _exp((k—r)ST) W f(xT). (40)
k=0

k=0



Pokud bychom pouzili postupné n libovolnych nezavislych buzeni v n vybranych bodech objektu, dostali
bychom maticovou ¢asovou fadu buzeni F(kT)e R™" a ji odpovidajici maticovou ¢asovou fadu odezev

Q(kT) e R™™:

k k
QkT) = TY G((k—r)T)F(xT) = TV Y _exp((k—r)ST) W F(xT). (41)

k=0 k=0

Predpokladejme nyni, ze za buzeni byly uzity Diracovy impulzy. V diskrétnim modelu to znamena, ze
F(0) =1, a F(xT)= 0O, pro x > 0.

Hledejme nyni takova buzeni F(kT), vSechna Fadu n, kterd budou schopna systém vybuzeny v ¢ase
t =0 seril impulztt F(0)=1I,, uvést do klidu v nésledujicich p vzorkovacich periodach, tedy zptusobit, ze
odezva na poc¢ate¢ni impulzy F'(0) bude po nésledujicim fiktivnim buzeni F(kT), k=1, ... p, jiZ nulov,
t.j. ze Q(kT) =0, pro k=p, p+1, .... Teoreticky by pro mechanickou soustavu popsanou rov. (13)
mohlo byt p=2, pokud by se buzeni aplikovalo ve vSech stupnich volnosti a systém byl fiditelny. Protoze
kazdému stupni volnosti patfi jedna vlastni frekvence a té pak dvé vlastni Cisla, 1ze minimélni pocet
period pro zastaveni rozkmitaného systému stanovit jako
p> 20 e (42)
n n
kde ny je pocet vlastnich frekvenci v pozorovaném frekven¢nim pésmu a n. jim odpovidajici pocet
vlastnich ¢isel. RozepiSeme-li podminku pro Q(kT) = Oy, pro k = p,p + 1, ..., dostaneme systém
rovnic, v némz Gy = G(kT)

Gp+1 ’ GP sy T Gl I Om»n
Gpe2 ,Gpt1, =+, Gs n Onn
Fy
RS ) (43)
F,
Gna,Gna, -+, GNpa Om.n
ze kterého lze jiz snadno vypocitat matice zatim nezndmého fiktivniho buzeni F, = F(kT), k=1, ... ,p
jako
P Gy »Gp1, -, G ] [Gpn
F, Gp1, G, , -+, G2 Gpp
2| G G _ oy (44)
F, Gna2,GNn3, -, GNpa Gna

kde symbol ,+* u obdélnikové matice vyznacuje pseudoinverzi.

Z druhé ¢asti transponované rovnice (41) vyplyva, Ze pro vynulované odezvy od periody p+1 lze
s vyuzitim diagonalnosti matice S také psat

W exp((p+1)ST)
- " W exp(pST)
[ I,,F{ ,F; - F] ] : =0,. (45)
W exp(ST)

Pii tom jsme mlcky vynasobili celou rovnici zleva regularni matici V' /T. Zavedeme-li pro submatice
neznamych symboly

E; =W exp(kST), (46)
mizeme rovnici (45) prepsat do tvaru
T T T T
-F; ,-F;, ..7—Fp_1,—Fp E, E, .
I, , O, , E, . E,
. 47)
On bl I’n I T ) = (
.. .. E, E;
O, ., O0n. . I. 6 O, B B

Protoze ze vSech submatic E} na pravé strané lze vytknout exp(ST) a tedy psat

Ek+1 = Ek exp(ST) s (48)



1ze 1 systém rovnic (47) zapsat zkracené jako problém vlastnich hodnot Z a jim odpovidajicich vlastnich
vektori E:

AE=EZ. (49)
Matice vlastnich &sel Z = exp(ST) nemusi byt stejného Fadu jako S, ale bude pii vyssim p, nez je
nezbytné nutné, obsahovat jesté doplnkova vlastni ¢isla nesouvisejici s identifikovanym systémem. Stejné
plati o matici vlastnich vektort. Po jeho vyfeSeni uréime z prvnich n. = 2ny usporddanych vlastnich
hodnot z matice Z spektrélni matici S piivodni tlohy identifikovaného systému s vyuZzitim rovnice (48)
jako

S =filnZ. (50)
Presnost odhadu spektralni matice S je u pfesnych dat tim vétsi, ¢im vétsi je hodnota parametru p, ovsem
za cenu pamé&tovych narokt rostoucich s p kvadraticky a vypocetniho ¢asu nartistajiciho s p kubicky. Pro
data zatiZzena chybami je vSak ti¢elné udrzovat p co nejnizsi, aby se snizilo nebezpeci nalezeni nepravych
vlastnich frekvenci.

5.2 ModAlni matice

Nejsnéaze se vypocte levostranna modalni matice W, které se v hermitovsky transponované formé
nékdy Fiké matice participac¢nich faktort L. Nazev vystihuje jeji i¢inek na prispévek uréitych soufadnic
vektoru f(t) k jednotlivym tvardm kmitu. Modaln{ matici W vypoc¢teme z rovnice (46) jako

W =E, [exp(pST)]". (51)

Vypocet pravostranné modalni matice V' lze realizovat riznymi zpusoby. Zatimco pfi pouziti
metody LSFD popsané v belgickém prameni [5] a uzité v Peskové praci [6] se pfechdzi do frekvenéni
oblasti, v proceduie Gt2SVW zpracované rovnéz v MATLABu se i pro odhad pravostranné modalni matice
zUstava v Casové oblasti (viz [8] nebo www.cdm.cas.cz). Za tim Uéelem se z rovnice (38) vytvoii pro
k=0,1,---, N—1 pfeurCeny systém algebraickych rovnic, ze kterého se ziska Teseni ve smyslu metody
nejmensich ¢tvercu ve tvaru

V = [GkT)] [exp(kST) WHr, (52)

v némz vyrazy v hranatych zavorkach jsou obdélnikové matice vzniklé pti k& probihajicim jiz zminény
interval. Je snad vhodné zde upozornit, Ze identifikované modalni matice jsou submaticemi uplnych
modalnich matic, protoze Ve C"™" a W e C"™". Pokud by se mély urcit celé modalni matice, bylo by
zapotiebi budit i mérit ve vSech stupnich volnosti.

6 Zavér

Prispévek je vénovan metodam identifikace linearnich diskrétnich dynamickych soustav. Uvadi jak me-
tody pfimé identifikace, které hledaji koeficienty diferencialnich rovnic, tak i nepfimé urcené k ziskavani
spektralné-modalnich charakteristik. Vedle teoretickych zakladu je prezentovan i matlabovsky program
pro identifikaci SISO systémti.

Tento piispévek byl vypracovan za finanéni podpory MSMT v ramci projektu vyzkumu a vivoje
LN00B084.
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