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Uvod

Ak potrebujeme matematicky model redlnej sustavy verifikovat’ t.j. overit jeho spravnost’
alebo ak chceme matematicky model spresnit, musime identifikovat’” parametre modelu a to
na zdklade merani na redlnom objekte. Pri identifikécii dynamického systému sa mdzeme
zaoberat’ hl'adanim parametrov linedrnej diferencnej rovnice (ARX modely), parametrov
stavovo-vystupného modelu alebo parametrov prenosovej funkcii. Pri identifikdcii
parametrov dynamického systému v mechanike niekedy hl'addme modalne parametre —
vlastné frekvencie, pomerné timenie, vlastné tvary a zovSeobecnené hmotnosti.

V druhej polovici 80-tych rokov zacal rozvoj identifikaénych metdd v ¢asovej oblasti. Tieto
metody sa rozvijali na zéklade rieSenia problémov s identifikdciou sustav, ktoré mali nizke
vlastné frekvencie, viacnasobné vlastné frekvencie alebo boli tieto sustavy riadené. Medzi
najznamejSie metody patri ERA metoda [1] a jej modifikécie.

Matematicka formulacia ERA metody

Majme diskrétny linearny riadeny systém s n stupfiami volnosti, s m riadenymi vstupmi a p
meranymi vystupmi

x(k +1)= Ax(k)+ Bu(k), B=[b, b, K b,]

y(k)=Cx(k). =l o K ¢
kde A je nxn, B nxm, C pxn matica, x nx1, u mx1 ay px1 stipcova matica. V stavovej matici
A su vlozené hmotné, tlmiace a elastické vlastnosti konstrukcie. Nasou ulohou je najst
z nameranych dat trojicu matic

A B (] )
tak, ze namerané¢ hodnoty su reprodukovatel'né stavovo-vystupnymi rovnicami (1) a matica
A ma minimalny rad. Ak je T l'ubovolnd nesingularna matica, potom aj trojica matic

[TAT" TB CT] 3)
je tiez spravny model, len s transformovanymi suradnicami. AvSak modalne vlastnosti
sustavy sa po transformdcii nemenia.
Existuji dve Specidlne rieSenia rovnice (1), zname ako Markovove parametre. Odozva na
jednotkovy impulz k-tom ¢asovom kroku

(1)

vk)=¢, A, i=l2Km j=12K,p k=12K “)
a na pociatocné podmienky
v (k)=cA'x(0), i=12Km j=12Kp k=12K (5)

kde xi(O) su i-te pociato¢né podmienky. Vytvorme blokovi Hankelovu maticu
Y(s, +k+2,) K Y(s0+k+t,7_,)
H(k)= N @) N (6)
Y(s#_l+k+to) K Y(s#_1+k+t,7_l)
kde s;, j=0,1K,u-1 a 7,i=0,LK,n—1 si pomocné prirodzené &isla. Ak urobime

singularny rozklad Hankelovej matice pre /=0 dostdvame
H(0)=P,D,Q} 7)



kde P,, Q, su ortogonalne matice a D, je diagonalna matica singularnych ¢isel. Singularne

Cisla sa pouzivaju ako jeden z moznych sposobov oddelenia ,,Sumovych* vlastnych frekvencii
od n vlastnych frekvencii sistavy

D, =diagld, d, K d, d, K d,|kded <d,<K<d <K<d, (8)
Po redukovani radu ststavy [1] dostdvame hl'adané matice v tvare

Ak :D—I/ZPTH(k)Q D—1/2

B=D,’Q,E,, ©)
C=E,PD,*

kde matice
E,=[, o, Ko [.E,=[l, 0, Ko, (10)

I, je mxm jednotkova diagondlna matica a 0, , je pxp nulovd matica. Po skrateni poctu

singularnych ¢isel z N na n, mo6Zeme rieSit’ problém vlastnych Cisel v tvare
Y 'A'Y=7" (11)
Vlastné frekvencie apomerné tlmenie dostaneme z vlastnych ¢&isel jednoduchou
transformaciou
s = [In(diag(2.))+i2 j]/(k A7), i=+-1 (12)
j je prirodzené Cislo a k sa zvycCajne voli 1. Druhy spdsob odlisenia ,,Sumovych® vlastnych
frekvencii je pomocou MAC kritéria, ktory je definované [1]

la, K q, K q,] =y/D}?Q} (13)

§ = = K 2B, i=L2K.n (14)
q;q;

7/:—| i=1,2,K,n (15)

- Vo Jara)
Parameter y, nadobuda hodnoty medzi 0 az 1. Cim viac sa blizi k jednotke, tym blizsie je
vypocitany vlastny tvar ku skuto¢nej hodnote.

Vypocet v MATLABe

V programe MATLAB bola vytvorena funkcia na identifikaciu systému t.j. zistenie matic A,
B, C minimalnej realizacie a z nich vlastnych frekvencii, pomernych tlmeni a vlastnych
tvarov kmitajicej stistavy z vol'nej odozvy ststavy. Cast’ programu je uvedend v Tab.1.

V programe SIMULINK bol vytvoreny simula¢ny experiment. Vytvorili sme priestorovy
model automobilu, ktor¢ho modalne vlastnosti sme chceli identifikovat a overit’ s jeho
»Zndmymi‘ presnymi hodnotami.

Priestorovy model ndkladného automobilu bol vytvoreny zjednoduSenim a zanedbanim
nepodstatnych vlastnosti, ktoré ndm neovplyviiujui nami sledované veli¢iny (Obr.1).
Zanedbali sme pri tvorbe modelu elastické vlastnosti rdmu - povaZovali sme ho za dokonale
tuhy a pneumatiku sme nahradili modelom linearneho elastického ¢lena - pruziny. Pri modeli
pneumatiky sme zanedbali tlmenie pneumatiky a model popisuje jednobodovy kontakt
pneumatiky s vozovkou.

Priestorovy model nédkladného automobilu ma 13 stupnov volnosti (DOF) aje tvoreny
ststavou 13 linedrnych diferencidlnych rovnic 2. rddu alebo v stavovom zépise ststavou 26
linearnych diferencialnych rovnic 1. radu [3].

Matematicky linedrny model ndkladného automobilu s 13 stupfiami volnosti bol vytvoreny
v programe Matlab/Simulink (Obr.2). Za vystupné (merané€) veli¢iny sme v simulacii zvolili
13 miest - po 2 miesta na kazdej naprave (maju po 2 DOF), po 3 miesta ram a kabina (maja
po 3 DOF) ajedno meracie miesto bola sedacka Soféra (ma 1 DOF). Ako vystup bolo vo
vSetkych miestach merané zrychlenie v smere osi x-ove;j.



Tab.1 Cast programu na identifikdciu modelu pomocou ERA metody

oO

Vytvorili sme Hankelovu maticu a
urobili jej singularny rozklad:

o\

o\

[p,xs,9]l=svd(H(:,1: (nr-1)*r));
xs=diag(xs) ;

disp(['Maximalne singularne cislo (SC) = ' sprintf('%e',max(xs))])
disp(['Minimalne singularne cislo (SC) = ' sprintf('%e',min(xs))])

QO

o\

o

Urcime rad systemu:

o

if flagera==0;
semilogy ([xs],"'*");
xlabel (' Cislo');ylabel ('Absolutna hodnota SC');
title (' SC Hankelovej matici');pause;

end;

n=input ('Zadanie radu modelu =: ');

o\

o°

Vypocitanie matic A, B, C minimalne]j realizacie systemu

o°

dl=sqgrt(xs(l:n)); d2=1.0 ./d1l;

a=diag(d2)*p(:,1:n) "*H(:,r+l:nr*r)*qg(:,1:n)*diag(d2);
b=diag(dl) *g(l:r,1:n)"';

c=p(l:m,1l:n)*diag(dl);

o°

o°

Zoradenie vlastnych cisel a vlastnych vektorov

g,xfl=eig(a);
lambda, index]=sort (diag(xf)); clear xf; g=g(:,index);

o — — o°

o°

Vypocet MAC koeficientov

o°

mac=zeros (n,2);

[mac (:,1),cgql=@svpm(lambda, g\b,c*g,nm) ;

rg=p(:,1:n)*diag(dl) *g;clear g;

mac (:,2)=abs (diag(rgq'*cq) ./sqrt(diag(rg'*rqgq) .*diag(cg'*cq)));
xt=deg2hz (lambda,dt) ;

disp (' Tlmenie (%) Frekv. (HZ) Sing. cislo MAC")
disp([xt(:,1:2) mac])

function [svm,obsvm] = svpm(lambda,bm,cm,n markov)
n=length (lambda); cO=cm; obsvm=c0;
if n markov > 1;
for j=2:n markov;
cO=cO0*diag(lambda); obsvm=[obsvm;c0];

end;
end;
svm=zeros (n,1);
for j=l:n;
svm (j)=sqgrt ([bm(j, :)*bm(j, :) "'I1*[cm(:,3) "*em(:,3)1) /...
abs (1-abs (lambda (3)))
end;

svm=svm ./max (svm) ;
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Obr.1 ZjednodusSeny priestorovy model ndkladného automobilu

Na simuldciu vybudenia odozvy sme ako vstup zvolili prechod automobilu cez prekazku
v tvare Gasti sinusovky, ktory automobil presiel tromi réznymi rychlostami 15m.s”, 20m.s™ a
25m.s”. Matematicky model je podrobnejsie rozobrany v literatire [2] a [3].
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Obr.2 Matematicky model ndkladného automobilu prepisany v Simulinku

Priebeh nameranej odozwy pre v=15 ms!
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Obr.3 Priebeh zrychlenia pre 13 meracich miest bez sumu, rychlost 15 m.s™



Simulacia bol vykonania pomocou jednokrokového riesi¢a Runge-Kutta (4,5) s dizkou
simuldcie 20s. Vystup v 13 meracich miestach bol ulozeny so vzorkovacou frekvenciou
100Hz.

Na Obr.3 je uvedeny priebeh zrychlenia pre vSetkych trinast’ meracich miest. Aby sme vedeli
porovnat’ identifikovany model a simula¢ny model, s v Tab.2 uvedené vlastné frekvencie
(VF) a pomerné tlmenia (PT) simulacného modelu. VSetky vlastné ¢isla st v dvojiciach ako
komplexne zdruzené Cisla a preto si VF a PT z nich vypocitané, uvedené v Tab.2 vzdy
z dvojice len jedna hodnota.

K ,nameranym® vystupom sme pridali Sum, ktory bol generovany pomocou generatora
nahodnych cisel ako biely Sum s nulovou strednou hodnotou a r6znym rozptylom. Na Obr.4 je
ukdzany vplyv velkosti Sumu na priebeh singularnych Ccisel. Rad sustavy t.j. pocet
identifikovanych vlastnych tvarov sa prejavi skokovou zmenou v amplitide singularnych
¢isel. Vidime, Ze ak je Sum spdsobeny len presnostou vypoctu, rad systému je jednoznacne
dany singuldrnymi c¢islami. Ale pri zvdcSovani Sumu sa postupne rad sustavy ,,straca“
Sumovymi singuldrnymi ¢islami. Zvislou Ciarou sme zobrazili skuto¢ny rad sustavy 26.
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Obr.4 Vplyv velkosti Sumu na singularne ¢isla Hankelovej matice

V Tab.2 st porovnané presné vlastné Cisla a pomerné tlmenia a identifikované vlastné Cisla,
pomerné tlmenia MAC koeficienty pre nulovy Sum a Sum s rozptylom 0,001. Pri identifikécii
bol pouzity rozmer Hankelovej matice 390x207.

Pri Sume s rozptylom 0,001 vidime, Ze sme neidentifikovali 11. vlastny tvar a pri 2., 12. a 13.
vlastnom tvare sa objavuju chyby v presnosti identifikacie. ,,Sumovy* vlastny tvar je odliseny
nizkym MAC koeficientom, ktory je 0,45 a na nepresnosti pri identifikacii ukazujt aj pri 2.,
12. a 13. vlastnom tvare niz§ie hodnoty MAC koeficientov.



Tab.2 Vlastné frekvencie a pomerné timenie modelu

Presné hodnoty Com =0 O = 0,001
Cislo| VF PT VF PT | MAC | VF PT | MAC
VF | [Hz] [%] | [Hz] | [%] [Hz] | [%]

0.8315 | 11.7451 0.83 | 11.74 1.00 0.90 7.55 1.00
0,8966 | 17,3400 0,90 7,34 1,00 0,91 | 81,19 0,97
1,4511 | 19,7168 1,45 ] 19,72 1,00 1,45 ] 19,68 1,00
1,5981 | 46,9663 1,60 | 46,97 1,00 1,65 | 48,30 1,00
2,9102 | 43,4316 | 291 | 43,43 1,00 2,92 | 44,07 1,00
9,2072 | 3,5111 9,21 3,51 1,00 9,20 3,58 1,00
9,6797 | 14,0802 9,68 | 14,08 1,00 9,68 | 14,08 1,00
9,6856 | 15,0301 9,69 | 15,03 1,00 9,69 | 15,03 1,00
9,8878 | 20,3471 9,89 | 20,35 1,00 9,89 | 20,35 1,00
10 | 9,9799 | 4,0346 9,98 4,04 1,00 | 10,02 4,01 1,00
11 110,6170 | 33,2182 | 10,62 | 33,22 1,00 - - -
12 1 11,6618 | 8,8515] 11,66 8,86 1,00 | 11,73 9,36 0,98
13 ]23,3013 | 67,5561 | 23,14 | 67,11 1,00 | 25,81 1,09 0,81
- - - - - -1 50.12 6.93 0.45
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Zaver

V ¢lanku sme ukazali moznost' identifikacie modalnych parametrov dynamického modelu
pomocou ERA metdédy. Na simulaénom experimente — priestorovy model nakladného
automobilu sme ukazali pouzitie ERA metddy, vplyv Sumu na urcenie radu stustavy pomocou
singularnych ¢isel a zaroveil rozoznania ,.Sumovych® vlastnych tvarov od ,pravych*
vlastnych tvarov pomocou MAC koeficientov. Zaroven bolo ukdzané, ze vplyvom Sumu
v nameranom signale nemusime najst’ vS§etky modalne parametre ststavy — vlastné frekvencie
a vlastné tvary.
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