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1 Problém s pohyblivou hranici

Problémy s pohyblivou hranici jsou ulohy, kdy oblast, na které je problém de-
finovan, méni svij tvar. Soucasti feseni takové ilohy je nejen neznama funkce
samotna, ale zaroven i neznama hranice oblasti nebo jeji cast.

Zamérime se na nasledujici problém
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Hledame funkci u(z, t) definovanou na intervalu (0, s(t)), pficemz poloha pravého
krajnfho bodu intervalu s(t) zde predstavuje nezndmou ¢ast hranice a patii mezi
hledané veliciny.

Resenfm soustavy (1) az (5) myslime dvojici {u(z,t), s(t)} vyhovujici viem
rovnicim. Analytickym feSenim této soustavy, pouzitym pozdéji pro porovnani
metod, je dvojice

u(r,t) = e —1, x€(0,t), t>0, (6)
sty = t, t>0. (7)

Nasim cilem je nelinedrni soustavu (1) az (5) feSit metodou piimek, tj. ap-
roximovat ji vhodnou semidiskrétni metodou a s vyuzitim MATLABu vyslednou
soustavu obyc¢ejnych rovnic vyfiesit.

2 Numerické resSeni

Zpusobu zohlednéni pohyblivé hranice je mnoho a ¢tenaf se s nimi muze seznamit
v [2]. V zdsadé se diskretizace sklada ze ti{ kroku, a to

e zpusob aproximace pohyblivé hranice s(t),



e diskretizace v prostorové promeénné,
e diskretizace v Casové proménné.

V tomto ¢lanku jsme zvolili zpiisob zahrnuti pohyblivé hranice ze tiidy tzv. me-
tod fixované hranice a pro diskretizaci v proménné x jsme zvolili konzervativni
metodu integralnich identit.

Princip spoc¢iva v tom, ze nejprve vhodné transformujeme proménné tak, aby
se proménnd oblast (0, s(t)) zobrazila na pevnou usecku (0,1), ¢imz se ndm po-
hybliva hranice zobrazi do pevného bodu. Zméni se ale i rovnice. Transformova-
nou soustavu fesime metodou piimek, tj. diskretizujeme v prostorové proménné
a ziskanou semidiskrétni soustavu rovnic fesime vhodnou metodou pro teSeni
pocatecnich tloh. Tim ziskdme teSeni transformovanych rovnic v transformo-
vanych proménnych. Nakonec transformujeme reseni zpét do puvodnich proménnych.

Definujeme transformaci (z,t) — (£, t) predpisem

x

f:%,t:t, t>0 (8)

a veli¢inu @ (¢, t) predpisem

u(w,t) & a(—— ), Vo e (0,s(t)),t> 0. 9)
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s(t)

kde §'(t) znaci derivaci funkce s(t) podle t a indexy znaci derivaci podle piislusnych
proménnych.

Dosadime-li vztahy (10) a (11) do puvodni rovnice, dostavame transformova-
nou soustavu:

E_Efa_g_?a_e = 0, £€(0,1), t>0, (12)
104 o
gD =~ >0, (13)
a(l,t) = 0, t>0, (14)
ds 1 ou
a::?ﬁgﬂmt>a (15)
s(0) = 0. (16)



Zavedeme sit {§ =i-h; h = 5+, N € N} pro vhodné zvolené N. Symboly
§ix1/2 oznacime hodnoty & 4 h/2 a symboly x;11/> oznacime s(t)&;41/2. Rovnici
(12) aproximujeme metodou integralnich identit.

Nejprve integrujeme na intervalu (&;-1/2,&i41/2):

Siv1/2 | _ s' N For_ &
/ lut — —§u§] sdé — — [ud .
§im1/2 s S §i—1/2
Druhy clen v integralu integrujeme per partes, a zdkladem dalsi diskretizace je
pak identita
§ivr1/2
=0. (17)
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Numericky funkci @(€, t) aproximujeme linedrnim splajnem s uzly (&;, @(&;,t)).
Piiblizné feseni funkce @(&;,t) pak oznacime Uj(t), piiblizné feseni funkce s(t)
oznac¢ime S(t). V dalsim textu budeme pro prehlednost proménnou ¢ vynechavat,
tj. budeme psat U; a S.

Hodnoty v (17) nahradime vztahy
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a ziskdme tak semidiskrétni soustavu rovnic
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s okrajovymi podminkami

1 ~ ~ ~ S’ 1 ~ S 1 el
5 B0+ (O] = T [—@ - hzgz] o [@ ¥ h252] s 19
Uy = 0, (20)
pro nezndmé funkce proménné t Uy, Us,. .., Ux_1.

Protoze aproximace @(&, t) linedrnim splajnem ndm neumoziuje aproximovat
derivaci @g(1,t) s chybou druhého Fddu, aproximujeme ji pomoci kvadratického
interpola¢niho polynomu, dosadime do (4)

ds I /= ~
E(l,t) - _2S—h (UN,Q - 4UN71) (21)



a doplnime pocatecni podminkou
S(0)=¢e, e>0. (22)
Divodem pro (22) je to, ze hodnota S se vyskytuje ve jmenovateli rovnic (18) az
(21).
Soustavu (18) az (22) pak Fesime vhodné zvolenou metodou pro feseni poc¢atecnich

uloh. Nakonec symbolem U; oznacime vysledek v puvodnich proménnych

3 Vybér metody pro pocatecni tilohu

Metodu vybirame ze skupiny ODE fesici MATLABu pro tlohy s velkym tlu-
menim, tj. ode15s, ode23s, ode23t a ode23tb. Parametry metod MassConstant,
JPattern a Vectorized, pak umoznuji vyuziti specialnich vlastnosti soustavy
(18) az (22).

3.1 Chyba resSeni

Za chybu feseni budeme povazovat rozdil U; — u(§;S, t) pFiblizné vypocitané hod-
noty U; situované do bodu §;S a analytické hodnoty u(¢;S,t) feSeni v tom samém
bodé. Pro chybu tesSeni tedy plati:

Ovsem piibliznd hodnota U; funkéni hodnoty w(z;,t) je zaroven piibliznou hod-
notou U; funkéni hodnoty @(€,t). Stejné tak je funkéni hodnota u(€s(t), t) stejna
jako funkéni hodnota (&, t), coz plyne z (9). Cely vztah pro chybu se tedy d&
téz zapsat jako

(€S, 1) = Up = u(§:S, 1) — u(&s(t),t) + a(€, ) — U;.
Predpokladdme-1i malé chyby S — s(t), lze chyba vyjadiit priblizné vztahem
Au = Euy (€ - s(t),t)As + Au = Eugds + Ad. (23)

Hodnoty £ miizeme odhadnout z piiblizného feseni. Ze vzorce (23) je vidét,
ze absolutni chyba FeSeni se zesiluje s rostouci relativni chybou ds s konstantou
umeérnosti zjistitelnou aposteriorné.

Pro 1icely hodnoceni metod zavedeme pojmy a symboly:

ds(t): casovy prubéh relativni odchylky ds(t) = |%|,

||Aal|(t): casovy prubéh maximdlni absolutni odchylky na (0,1), ||A%|(t) =

(€.t
[nax (&, )]



|| Au

: celkovd mira chyby, [[Au| = max{{|Suc([(2) - 05(t), [[Aul|(t)},

T: vypocetni cas, zjistény jako stfedni hodnota z dob deseti po sobé jdoucich
vypoctech,

T||Aul|: rozhodovaci kriterium néro¢nosti a nepfesnosti vypoctu.

Tyto ukazatele budeme vyhodnocovat pii pouziti kazdé metody, a na jejich zakladé
rozhodneme o vhodné volbé.

3.2 Experimenty

Specifikace vypoctu: Vypocty byly provadény na pocitaci AMD Athlon, 1 050 MHz,
0,5 GB paméti, v MATLABu v. 5.2.1. Pocet intervalu diskretizace je 30, vysledky
jsou uchovavany v casech 0; 0,02; 0,04;...; 2, pocatecni hodnoty jsou U, =
0, s(0) = 107%. Hodnoty AbsTol a Re1Tol byly ponechany prednastavené, tj. 1075
a 1073. Volba BDF byla vypnuta. Ve vsech piipadech bylo vyuzito pfedvoleb
MassConstant, JPattern a Vectorized.
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Obrézek 1: Casové pritbéhy relativnf odchylky s(t) a absolutni odchylky ||Aa||(2).

Porovnéani odchylek je zndzornéno na obrazku 1. Absolutni odchylky metod
0ode23t a ode23tb byly natolik vysoké, ze by zakryly rozdily mezi ostatnimi,
proto nejsou zaiazeny do grafu.



metoda | vypocetni cas | celkova chyba | ¢as-celkové chyba
odelbs 0,42 4,4-1073 1,8-1073
0de23s 1,61 4,9-1073 7,9-1073
0de23t 12,9 8,8-1072 1,1
0ode23tb 0,23 4.4 1,0

Tabulka 1: Vysledky experimentii

Vysledky v dalsich ukazatelich jsou v tabulce 1, pficemz méiené velic¢iny byly
popsany v casti 3.1.

Experimenty jednoznac¢né ukazuji na nevhodnost metod ode23t a ode23tb
lze-1i uzit metody jiné. Vysledky uptfednostnuji metodu odel5s, ale jak je vidét
z grafu, odchylky se chovaji nepravidelné, coz muze vést ke zkreslovani odhadu
chyb.

4 Zaver

Za vhodné metody pro teSeni tloh pochazejicich z metody primek aplikované
na problém s volnou hranici lze na zakladé zkuSenosti tohoto ¢lanku doporucit
odelbs a ode23s. Je nutné mit na paméti, ze popsana iloha je nelinedrni, a proto
nelze jednoduse zobecnovat, zejména kvuli nelinedrni vazbé mezi slozkami reseni

Kontakt: jslovan@kma.zcu.cz
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