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1 Probl�em s pohyblivou hranic��

Probl�emy s pohyblivou hranic�� jsou �ulohy, kdy oblast, na kter�e je probl�em de-
�nov�an, m�en�� sv�uj tvar. Sou�c�ast�� �re�sen�� takov�e �ulohy je nejen nezn�am�a funkce
samotn�a, ale z�arove�n i nezn�am�a hranice oblasti nebo jej�� �c�ast.

Zam�e�r��me se na n�asleduj��c�� probl�em
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Hled�ame funkci u(x; t) de�novanou na intervalu (0; s(t)), p�ri�cem�z poloha prav�eho
krajn��ho bodu intervalu s(t) zde p�redstavuje nezn�amou �c�ast hranice a pat�r�� mezi
hledan�e veli�ciny.

�Re�sen��m soustavy (1) a�z (5) mysl��me dvojici fu(x; t); s(t)g vyhovuj��c�� v�sem
rovnic��m. Analytick�ym �re�sen��m t�eto soustavy, pou�zit�ym pozd�eji pro porovn�an��
metod, je dvojice

u(x; t) = et�x � 1; x 2 (0; t); t > 0; (6)

s(t) = t; t > 0: (7)

Na�s��m c��lem je neline�arn�� soustavu (1) a�z (5) �re�sit metodou p�r��mek, tj. ap-
roximovat ji vhodnou semidiskr�etn�� metodou a s vyu�zit��m MATLABu v�yslednou
soustavu oby�cejn�ych rovnic vy�re�sit.

2 Numerick�e �re�sen��

Zp�usob�u zohledn�en�� pohybliv�e hranice je mnoho a �cten�a�r se s nimi m�u�ze sezn�amit
v [2]. V z�asad�e se diskretizace skl�ad�a ze t�r�� krok�u, a to

� zp�usob aproximace pohybliv�e hranice s(t),



� diskretizace v prostorov�e prom�enn�e,

� diskretizace v �casov�e prom�enn�e.

V tomto �cl�anku jsme zvolili zp�usob zahrnut�� pohybliv�e hranice ze t�r��dy tzv. me-
tod �xovan�e hranice a pro diskretizaci v prom�enn�e x jsme zvolili konzervativn��
metodu integr�aln��ch identit.

Princip spo�c��v�a v tom, �ze nejprve vhodn�e transformujeme prom�enn�e tak, aby
se prom�enn�a oblast (0; s(t)) zobrazila na pevnou �use�cku (0; 1), �c��m�z se n�am po-
hybliv�a hranice zobraz�� do pevn�eho bodu. Zm�en�� se ale i rovnice. Transformova-
nou soustavu �re�s��me metodou p�r��mek, tj. diskretizujeme v prostorov�e prom�enn�e
a z��skanou semidiskr�etn�� soustavu rovnic �re�s��me vhodnou metodou pro �re�sen��
po�c�ate�cn��ch �uloh. T��m z��sk�ame �re�sen�� transformovan�ych rovnic v transformo-
van�ych prom�enn�ych. Nakonec transformujeme �re�sen�� zp�et do p�uvodn��ch prom�enn�ych.

De�nujeme transformaci (x; t) 7! (�; t) p�redpisem
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u(x; t)
def
= ~u(

x

s(t)
; t); 8x 2 (0; s(t)); t > 0: (9)
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kde s0(t) zna�c�� derivaci funkce s(t) podle t a indexy zna�c�� derivaci podle p�r��slu�sn�ych
prom�enn�ych.

Dosad��me-li vztahy (10) a (11) do p�uvodn�� rovnice, dost�av�ame transformova-
nou soustavu:
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Zavedeme s��t' f�i = i � h; h = 1
N
; N 2 Ng pro vhodn�e zvolen�e N . Symboly

�i�1=2 ozna�c��me hodnoty �i � h=2 a symboly xi�1=2 ozna�c��me s(t)�i�1=2. Rovnici
(12) aproximujeme metodou integr�aln��ch identit.

Nejprve integrujeme na intervalu (�i�1=2; �i+1=2):
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Druh�y �clen v integr�alu integrujeme per partes, a z�akladem dal�s�� diskretizace je
pak identita
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Numericky funkci ~u(�; t) aproximujeme line�arn��m splajnem s uzly (�i; ~u(�i; t)).
P�ribli�zn�e �re�sen�� funkce ~u(�i; t) pak ozna�c��me ~Ui(t), p�ribli�zn�e �re�sen�� funkce s(t)
ozna�c��me S(t). V dal�s��m textu budeme pro p�rehlednost prom�ennou t vynech�avat,
tj. budeme ps�at ~Ui a S.

Hodnoty v (17) nahrad��me vztahy
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a z��sk�ame tak semidiskr�etn�� soustavu rovnic
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s okrajov�ymi podm��nkami
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~UN = 0; (20)

pro nezn�am�e funkce prom�enn�e t ~U0, ~U1,. . . , ~UN�1.
Proto�ze aproximace ~u(�; t) line�arn��m splajnem n�am neumo�z�nuje aproximovat

derivaci ~u�(1; t) s chybou druh�eho �r�adu, aproximujeme ji pomoc�� kvadratick�eho
interpola�cn��ho polynomu, dosad��me do (4)
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a dopln��me po�c�ate�cn�� podm��nkou

S(0) = "; " > 0: (22)

D�uvodem pro (22) je to, �ze hodnota S se vyskytuje ve jmenovateli rovnic (18) a�z
(21).

Soustavu (18) a�z (22) pak �re�s��me vhodn�e zvolenou metodou pro �re�sen�� po�c�ate�cn��ch
�uloh. Nakonec symbolem Ui ozna�c��me v�ysledek v p�uvodn��ch prom�enn�ych

Ui = ~Ui � u(�iS; t):

3 V�yb�er metody pro po�c�ate�cn�� �ulohu

Metodu vyb��r�ame ze skupiny ODE �re�si�c�u MATLABu pro �ulohy s velk�ym tlu-
men��m, tj. ode15s, ode23s, ode23t a ode23tb. Parametry metod MassConstant,
JPattern a Vectorized, pak umo�z�nuj�� vyu�zit�� speci�aln��ch vlastnost�� soustavy
(18) a�z (22).

3.1 Chyba �re�sen��

Za chybu �re�sen�� budeme pova�zovat rozd��l Ui�u(�iS; t) p�ribli�zn�e vypo�c��tan�e hod-
noty Ui situovan�e do bodu �iS a analytick�e hodnoty u(�iS; t) �re�sen�� v tom sam�em
bod�e. Pro chybu �re�sen�� tedy plat��:

u(�iS; t)� Ui = u(�iS; t)� u(�is(t); t) + u(�is(t); t)� Ui:

Ov�sem p�ribli�zn�a hodnota Ui funk�cn�� hodnoty u(xi; t) je z�arove�n p�ribli�znou hod-
notou ~Ui funk�cn�� hodnoty ~u(�; t). Stejn�e tak je funk�cn�� hodnota u(�s(t); t) stejn�a
jako funk�cn�� hodnota ~u(�; t), co�z plyne z (9). Cel�y vztah pro chybu se tedy d�a
t�e�z zapsat jako

u(�S; t)� Ui = u(�iS; t)� u(�is(t); t) + ~u(�; t)� ~Ui:

P�redpokl�ad�ame-li mal�e chyby S � s(t), lze chyba vyj�ad�rit p�ribli�zn�e vztahem

�u
:
= �ux(� � s(t); t)�s+�~u = �~u�Æs+�~u: (23)

Hodnoty �~u� m�u�zeme odhadnout z p�ribli�zn�eho �re�sen��. Ze vzorce (23) je vid�et,
�ze absolutn�� chyba �re�sen�� se zesiluje s rostouc�� relativn�� chybou Æs s konstantou
�um�ernosti zjistitelnou aposteriorn�e.

Pro �u�cely hodnocen�� metod zavedeme pojmy a symboly:

Æs(t): �casov�y pr�ub�eh relativn�� odchylky Æs(t) = jS(t)�s(t)
s(t)

j,

k�~uk(t): �casov�y pr�ub�eh maxim�aln�� absolutn�� odchylky na (0; 1), k�~uk(t) =
max
�2(0;1)

j~u(�; t)j
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metoda v�ypo�cetn�� �cas celkov�a chyba �cas�celkov�a chyba
ode15s 0,42 4,4�10�3 1,8�10�3

ode23s 1,61 4,9�10�3 7,9�10�3

ode23t 12,9 8,8�10�2 1,1
ode23tb 0,23 4,4 1,0

Tabulka 1: V�ysledky experiment�u

V�ysledky v dal�s��ch ukazatel��ch jsou v tabulce 1, p�ri�cem�z m�e�ren�e veli�ciny byly
pops�any v �c�asti 3.1.

Experimenty jednozna�cn�e ukazuj�� na nevhodnost metod ode23t a ode23tb

lze-li u�z��t metody jin�e. V�ysledky up�rednost�nuj�� metodu ode15s, ale jak je vid�et
z grafu, odchylky se chovaj�� nepravideln�e, co�z m�u�ze v�est ke zkreslov�an�� odhad�u
chyb.

4 Z�av�er

Za vhodn�e metody pro �re�sen�� �uloh poch�azej��c��ch z metody p�r��mek aplikovan�e
na probl�em s volnou hranic�� lze na z�aklad�e zku�senost�� tohoto �cl�anku doporu�cit
ode15s a ode23s. Je nutn�e m��t na pam�eti, �ze popsan�a �uloha je neline�arn��, a proto
nelze jednodu�se zobec�novat, zejm�ena kv�uli neline�arn�� vazb�e mezi slo�zkami �re�sen��
Ui a S(t).

Kontakt: jslovan@kma.zcu.cz
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