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1. Uvod

Pro sestavovani pohybovych rovnic diskrétnich soustav je vhodné vyjit z Langrangeovych
rovnic druhého druhu formulovanych pro zobecnéné souradnice q(t) v maticovém tvaru:
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kde jsme zavedli vektory zobecnénych souradnic a vektor buzeni

a) =1q,1).q5(1), -...q, (O] . 5 =[ /1), /1), ... £, (O] )
Kineticka energie Ey, potencialni energie E, a disipa¢ni energie R se u diskrétnich linearnich

soustav s konstantnimi koeficienty nechaji ve vétsin€ pripadi vyjadrit ve tvaru tzv.
kvadratickych forem

1. . 1 ...
E, :EqTMq, Ep :EqTKq, R :EqTBq, 3)

kde M = [m;;] je realnd konstantni a symetricka matice hmotnosti, K = [k;i;] matice tuhosti a
B = [bi;] matice tlumeni, vSechny fadu ».
Vyjadiime-li funkce energie Ei, E, a R v (1) ve tvaru (3) dostaneme pohybové rovnice
diskrétni linearni soustavy s konstantnimi koeficienty v maticovém tvaru

Mg+ Bq+Kq=1(7) . 4)
V obecném ptipadé mohou byt matice B a K nesymetrické. Specialnim pfipadem je matice
tlumeni B spliiujici podminku proporcionalniho tlument

r—1
B=Y ¢ MM'K);1<r<n )

Jj=0

nebo obecnéjsi podminku komutativni matice tltumenti
KM™'B=BMK™ . (6)

Dale zavedeme oznaGeni pro soustavu (4) jako konzervativni je-li K = K' a B = 0, slabé
nekonzervativni pro K = K' a B ve tvaru (5), popt. (6). Ostatni modely budeme oznalovat
jako silné nekonzervativni.
Zjednodusujici predpoklad (5) a (6) je u realnych soustav prijatelny jen v pripadé slabe
tlumenych soustav, kdy pro nejvyssi uvazovanou budici frekvenci plati ||oB| < || K]|.
Takové soustavy zpravidla neobsahuji funkéni tlumici ¢leny (napt. hitic¢ kmitd, nebo tlumice
pérovani vozidel apod.) a matice tltumeni B predstavuje jen vnitini materialové tlumeni.

2. Modelovani rotora metodou konecnych prvka

Uvazované modely pro feSeni vlastnich Cisel a vlastnich vektort subsystému respektuji
spojité rozloZzenou hmotu htidelt kruhového prifezu. V libovolnych mistech mohou byt
pevné na hrideli nasazeny tuhé kotouce. Jde o modely se spojité 1 diskrétné rozlozenymi
parametry. Pro jejich diskretizaci se pouziva metoda konecnych prvka.

2.1  Matice hfidelovych prvkua

Pro vypocet je nutné sestaveni matic hiidelovych prvka .Uvazujme hiidelovy prvek “"e’" o
délce / (obr.1). Deformace v misté x podél prvku vyjadiime v pevném souradnicovém
systému x,y,z s pocatkem v uzlu 4. Jsou popsany podélnou vychylkou #(x), pti¢nymi
vychylkami v(x), w(x) stfedu prafezu a Eulerovymi thly 9 (x), v (x) natoCenim roviny fezu a
@ (x) torzniho natoCeni. Uvazujme rovnomérné otaceni hiidele thlovou rychlosti ey kolem



osy & kolmé na rovinu fezu. Pro odvozeni matic hfidelového prvku sestavime kinetickou a
deformacni energii hfidelového prvku. Prostorovy pohyb hmotného elementu o délce dx ve
vzdalenosti x od pocatku rozlozime zékladnim rozkladem v jeho stfedu hmotnosti S na
unasivy pohyb rychlosti

vx)=[alx) )i () @)

a na relativni sféricky pohyb okamzitou uhlovou rychlosti

&=y, +3(x)+u(x)+plx) . s

Obr. 1 : Hridelovy prvek
Kineticka energie htidelového prvku je
1!
L =21 [4() v () v(x)+ o (NI ()] pdx )
0

kde A(x) je plocha prifezu, p hustota materialu a J(x) je diagonalni matice urcena polarnim a
kvadratickym momentem priafezu.
Potencialni energie htidelového prvku je

w0 =3] [eecb@s el

kde F, G jsou moduly pruznosti v tahu a smyku a &, 7,., 7., jsou komponenty pfetvofeni.

Matice hiidelového prvku odvodime po vylouceni vektort ¢; z podminky ekvivalence levych
stran Lagrangeovych rovnic a modelu aplikovanych na netlumeny htidelovy prvek e’

d(0ES) 0EP 0L
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Z této rovnosti ziskame matici hmotnosti M@, gyroskopickych G&inka G a matici tuhosti
K" hiidelového prvku.

— M(@) ('1(6) +w, G(@) q(@) + K(@) q(@). (11)

2.2  Matematicky model rotoru

Hridel roz¢lenime pomoci poctu m uzlt na hiidelové prvky e =1, 2, ..., m — 1. Matice
hiidelovych prvkl je poté nutné transformovat do konfigura¢niho prostoru, ktery je definovan
vektory premisténi uzlt

G =[u(0) v(0) w(0) w(0) $(0) P(0) u(l) v(I) w () w(l) HO) () | (12)
transforma&nim vztahem q“ =Tq", (13) kde T je transforma&ni matice.



Transformované matice hiidelovych prvkd z prostoru soufadnic q“ do prostoru soufadnic

q‘ maji tvar
XO=T'X“T |, X=M,G,K . (14

Matematicky model rotoru s tuhymi kotouci nasazenymi na hiidel ma tvar:

Mq@®)+B+a,G)qO)+Kq@)=1@) , (15)

kde

[ ] ]

M
G:= + ,B=pK+
K

Blokové matice fadu 12
v prvnich ¢lenech
predstavuji
transformované matice
hiidelovych prvka.
Blokové matice fadu 6

v druhych Clenech
odpovidaji maticim
diskrétnim prvkam
(kotouctim a podporam).V
ptipadé rotacne
symetrického kotouce
(obr. 2 ) centricky, kolmo
a pevn¢ nasazeného na
hiideli v uzlu “i* ziskame
matici hmotnosti

Obr. 2 : Rota¢n¢ symetricky kotou¢

m 0 0 0 0 0
0 m ma 0 0 0
0 ma I+ma 0 0 0
M, = ,
0 0 0 m —-ma 0
0 0 0 —ma I+ma* 0
i 0 0 0 0 0 I, ]

kde / a I, jsou momenty setrvacnosti, m je hmotnost kotouce, a je vzdalenost stfedu hmotnosti
kotouce S od uzlu “i“ Dale ziskame matici gyroskopickych ucinkt kotouce



o o o o o o
o o o o o o
o™ o o o o
o o o o o o
o o o o o o

V piipadé kotoucu excentricky ulozenych s excentricitou e a Sikmym nasazenim
s malym uhlem yk ose £ vznikéd dynamicka nevyvézenost kotouce, ktera se navenek
projevuje odstiedivou silou O =mew’ a setrva¢nou dvojici M” =(I —1,)y @’ Po
transformaci do uzlu “i* tomu odpovida v modelu rotoru vektor buzeni
fo=[.. o @y o | .

kde

0
me @; cosw,t
£ ()= [(I—Io)y+nje‘a]a)02 cosa,t
me @, s a,t
~[7 - 1,)y + mea]e? sin w,t
0

2.3  Modelovani zubové vazby
Necht jsou hiidele navzajem vazany diskrétnimi vazbami. Matematicky model hiidele “j

soustavy lze vzhledem k (15) zapsat ve tvaru
M, q,()+B,+2,,G,)q,)+K,q, ()= f].c + f].E (1. (@6)

Silové pusobeni ostatnich hiidelt vazanych s hiidelem “j* prostfednictvim zubovych zabéru
je v (22) zobrazeno vektorem vazbovych sil f ]C dimenze n; Ptipadné vné&jsi silové buzeni

hnaci nebo zatéznou silovou dvojici nebo nevyvazenosti kotouct nasazenych na hrideli je
vyjadieno vektorem vnéjsiho buzeni f ]E (). Konfigurace htidelové soustavy v pevném

globalnim soufadnicovém systému je popsana vektorem q(¥)= lq ; (Z‘)vachylek uzId hiidele

T
q(t):["'9uiﬁviﬁl//iﬁa)iﬂlgiﬁgﬁiﬂ“'] (17)
Globalni vektor linearizovanych vazbovych sil f¢= lfjc (t)J dimenze n vyjadiime ve tvaru

¢ OEY oR© A
f* =——————=-Kq¥)-Bg@)+f(1). (s)
aq q
Pro odvozeni matice tuhosti Kc a tlumeni B a vektoru £'(2) vyjdeme nejdiive ze soustavy

dvou rovnobéznych hiidelt (Obr.3) vazanych ¢elnim soukolim se Sikmymi zuby. V prvnim
piiblizeni uvazujeme bodovy zabér zubu ve stiedu Sitky ozubeni v zabérovém bode A,
totozném s dotykovym bodem valivych kruznic. Pfemisténim zabérového bodu A na kole
nasazeném v uzlu 7 na hiideli a vyvolané malymi zobecnénymi posuvy uzlu i a excentrickym
ulozenim v nepohyblivém soutradnicovém systému xyz vyjadiime ve tvaru
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[adiLyZ: v,tesinot |+ y, 0 —g ||rnsiny+esnol | (19)

w,—ecosw,t| |=8 @ 0 ||-rcosy—e cosw,t

Obr.3 : Celni soukoli se $ikmymi zuby

2.4  Problém vlastnich hodnot
Rovnici (4) vyhovuje feseni
Q1
q(t)zve , V=[V1,V2,...,Vn ] ) (20)

kde v je zatim neznamy vektor amplitud a Q Uhlova frekvence Dosazenim q(7) do pohybové
rovnice dostaneme

(K-Q*°M)v=0 . (@
Tato rovnice piedstavuje problém vlastnich hodnot, jejichz netrividlni feSeni, kdy alespoi
jedna souradnice vektoru v je nenulova, existuje jen tehdy, kdyz je determinant matice
K- Q’M je roven nule, tj. pro

det(K-Q°M)=0. (22
Kofeny A, =€ charakteristické rovnice nazyvame vlastni &isla. Kazdému vlastnimu &islu
A, je piifazen vlastni vektor v ktery popisuje vlastni tvar kmitani.

Dulezitou vlastnosti vlastnich vektoru je ortonormalita. Podminky ortonormality jsou
vyjadieny ve tvaru
VMYV =E VIKV=A (23)
kde V =[v, ] je modalni matice sestavena z vlastnich vektora v, = lv,.’vJ , A =diag(4,) je

2 2

diagonalni spektralni matice a E je jednotkova matice.

3. Priklady vypoétu v Matlabu

Shora uvedena teorie byla aplikovana na modelovém ptikladu, kdy byl vymodelovany dva
shodné hiidele o délce 200mm a priméru 25mm, na kterém je pevné nasazen tuhy kotouc o
pruméru 100mm a tloust’ce 20mm. V souladu s kapitolou 2.2 byl pomoci 21 uzli rozdélen na
20 stejnych dilt. K sestaveni matic hmotnosti a tuhosti byl v Matlabu vytvoren nasledujici
cyklus



Ml=zeros(120,120); %M1 ... matice hmotnosti rotoru bez prispevku kotoce
for N=0:6:108
fori=1:12
forj=1:12
w=ME(1,j)*MI1(i+N,j+N); % ME ... matice hmotnosti hrideloveho prvku
MI1@G+N,j+N)=w; % M1 ... matice hmotnosti rotoru bez prispevku kotoce
end
end
end
M2=zeros(120,120);N=0;i=0;j=0; % M2 ... matice hmotnosti prispevku kotocu
for N=54:6:60
fori=1:6
for j=1:6
w=Mk(i,j)*M2(i+N,j+N); % Mk ... matice hmotnosti prispevku kotouce
M2(i+N,j+N)=w;
end
end
end
M=M1+M2; % M ... matice hmotnosti rotoru
K=zeros(120,120);;N=0,i=0;j=0;
for N=0:6:108
fori=1:12
forj=1:12
w=KE(1,j)+K(+N,j+N); % K ... matice tuhosti rotoru
K(@{+N,j+N)=w;
end
end
end
Po vytvoteni matematického modelu rotoru néasleduje vypocet modalnich vlastnosti
[V,D]=eig(K,M); % V ... modalni matice, skladajici se z vlastnich vektoru
% D ... diagonalni matice, skladajici se z vlastnich cisel
Aby byla splnéna podminka ortonormality (21), je tfeba provést Choleského rozklad pomoci
procedury chol
R=chol((transpose(V))*M*V),VV=V*inv(R);
Pro vizualizaci vysledkd jsem pouzil pfikazu mesh



Vychylky viastnich tvaru kmitu
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