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Abstrakt

Tento pøíspìvek seznamuje s vyu¾itím �ltrace signálù pomocí vlnkové transformace s komplexními

vlnkami. Je zamìøen jednak na princip generování ortogonálních komplexních bank �ltrù, tak i na

problémy a jejich øe¹ení pøi realizaci v prostøedí Matlab.

1 Úvod

V
lnková transformace (WT) na¹la za posledních 10 let øadu uplatnìní v oblasti zpracování a analýzy
signálù i obrazù. Z velké èásti jsou pou¾ívány reálné vlnky (resp. banky �ltrù), co¾ je dáno tím,

¾e zde v pøípadì pou¾ití Mallatova algoritmu [6], nedochází k redundanci dat.Jestli¾e se v¹ak pou¾ijí
komplexní �ltry, bude reálný vstupní signál po rozkladu komplexní a vzroste tím mno¾ství zpracováva-
ných dat. Ukazuje se v¹ak, ¾e v nìkterých pøípadech je pou¾ití komplexní banky �ltrù pro �ltraci signálù
vhodnìj¹í.
Pøi realizaci �ltrace s komplexními bankami �ltrù v prostøedí Matlab 6 nastávají potí¾e s vìrnou rekon-
strukcí. Proto je potøeba provést nìkteré zmìny v Wavelet toolboxu.
V následujících kapitolách bude struènì popsán zpùsob konstrukce ortogonální banky �ltrù s komplexními
�ltry, nìkteré metody prahování a také realizace v prostøedí Matlab 6:0 (R12).

2 Ortogonální banky �ltrù a vlnkové funkce

Základní schéma rozkladové a rekonstrukèní banky �ltrù je na obrázku 1, kde H(z) a (resp. Hr(z)) je
rozkladová (resp.rekonstrukèní) dolní propust a G(z) a (resp. Gr(z)) je rozkladová (resp.rekonstrukèní)
horní propust. Jestli¾e má být zachována dokonalá rekonstrukce, musí platit následující dvì podmínky:

H(z)Hr(z) +G(z)Gr(z) = 2z�� (1)

a
G(�z)Gr(z) +H(�z)Hr(z) = 0: (2)

První podmínka vyjadøuje po¾adavek na nezkreslení signálu a druhá podmínka zamezuje vzniku aliasingu.
Konstanta 2 je zde z dùvodu zachování stejné energie signálu pøi interpolaci. Pøi podrobnìj¹í analýze lze

Obrázek 1: Dvoukanálová rozkladová a rekonstrukèní banka �ltrù, kde # 2 (resp." 2) je decimace (resp.
expanze) s faktorem 2.



Obrázek 2: Rozlo¾ení nul a pólù HB systému pro stupnì: a)p=3, b)p=5, c)p=7 a d)p=9. Plné a prázdné
krou¾ky vyznaèují nekonjugovaný výbìr nul, vedoucí na komplexní banku �ltrù.

urèit vztah mezi jednotlivými �ltry, který vede na ortogonální banku �ltrù:

Hr(z) = z��H(z�1) (3)

Gr(z) = z��G(z�1)

Po dosazení do (1) dostaneme

H(z)H(z�1) +H(�z�1)H(�z) = 2 (4)

P (z) + P (�z) = 2;

kde P (z) = H(z)H(z�1)z�� a znaèí tzv. "halfband"(HB) �ltr.
Pøi návrhu rozkladových a rekonstrukèních �ltrù se tedy postupuje následovnì:

1. Návrh HB systému P (z), typu dolní propust.

2. Rozlo¾ení P (z) na souèin H(z)Hr(z) = H(z)H(z�1)z�� .

3. Výpoèet G(z) a Gr(z).

Otázkou zùstává, jak urèit pøenosovou funkci P (z). Pro maximálnì ploché frekvenèní charakteristiky P (!)
pøi daném stupni N = 4p � 2, lze koe�cienty polynomu P (z) urèit napø. z Lagrangeova interpolaèního
polynomu [7, 1]:
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Rozlo¾ení nul a pólù tohoto systému je ukázáno pro rùzné stupnì na obrázku 2. Je zøejmé, ¾e rozklad
P (z) na souèin dvou funkcí není jednoznaèný. Mù¾eme tedy dostat rùzné �ltry pro stejný stupeò. Na ob-
rázku 2 je vidìt, ¾e komplexní nuly se vyskytují v¾dy ve ètveøicích na místech zi a zi unvnitø jednotkové
kru¾nice a 1=zi a 1=zi vnì jednotkové kru¾nice. Reálná banka �ltrù je navr¾ena tak, aby do rozkladových
(rekonstrukèních) �ltrù pøispívaly v¾dy komplexnì sdru¾ené nuly uvnitø (vnì) jednotkové kru¾nice. Pro
komplexní �ltry v¹ak u¾ toto omezení neplatí a mo¾ný (nekonjugovaný) výbìr ilustruje právì obrázek 2.

3 Prahování komplexních vlnkových koe�cientù

Filtrace prostøednictvím WT se skládá ze tøí základních krokù:

1. Rozklad signálu do M + 1 pásem, kde M je stupeò rozkladu s pøedem zvoleným typem �ltrù.

2. Modi�kace vlnkových koe�cientù pomocí zvolené prahovací strategie.
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Obrázek 3: Ukázky rozlo¾ení komplexních vlnkových koe�cientù pro a) 1, b) 2, c) 3 a d) 4 pásmo. Pro
rozklad byl pou¾ity komplexní vlnky typu Daubechies øádu 3.

3. Inverzní WT.

Druhý krok má podstatný vliv na výsledek �ltrace. Existují rùzné metody pro stanovení prahu, a» ji¾
globálního, rùzného pro rùzná pásma èi adaptivního uvnitø pásma. Zamìøíme se na druhou mo¾nost -
tedy práh, který se mìní s hloubkou rozkladu, ale uvnitø pásma je nemìnný a pásmo aproximaèních koe�-
cientù (M + 1) zùstává zachováno beze zmìny. Pro prahování reálných koe�cientù bylo potøeba stanovit
jednu hodnotu. Nyní v¹ak jsou hodnoty vlnkových koe�cientù komplexní a je zde proto více mo¾ností jak
stanovit práh. Urèitým vodítkem mù¾e být tvar rozlo¾ení vlnkových koe�cientù na jednotlivých úrovních
(obrázek 3). Bylo pozorováno [4, 5], ¾e tvar rozlo¾ení koe�cientù je pøibli¾nì eliptický. To odpovídá nor-
málnímu rozlo¾ení dvou korelovaných náhodných velièin - tzv. bi-normální rozlo¾ení. Proto by prahování
mìlo respektovat tento tvar a mít tedy tvar elipsy (obrázek 4). Pøi urèování parametrù elipsy pùjde
jednak o výpoèet natoèení hlavní poloosy (prolo¾ením pøímky metodou nejmen¹ích ètvercù) a pak o sta-
novení velikostí jednotlivých poloos (tedy pøíslu¹ných prahù). Ty by zøejmì mìly být závislé na rozptylu
¹umu:

� jre = �jre�re (6)

� jim = �jim�im;

kde parametry �jre a �jim jsou nastavitelné podle konkrétní aplikace, nebo mohou vycházet napøíklad z
"univerzálního" prahu [2] a jsou závislé na hloubce rozkladu j.

4 Úprava standardních matlabovských funkcí

Abychom mohli v Matlabu vyu¾ívat komplexní banky �ltrù typu Daubechies (které nejsou standardnì
zavedeny), je potøeba je pomocí "vlnkového mana¾eru" zavést. K tomu slou¾í funkce wavemngr.m, kterou
zde nebudeme blí¾e popisovat. Uvedeme pouze zápis v Matlabu, který má následující tvar:

wavemngr('add','C Daubechies','cdb',1,'2 6 10 14 18 **','cdaubwavf.m');

Funkce cdaubwavf.m generuje koe�cienty komplexní rekonstrukèní dolní propusti [8]. Po tomto zavedení
je dále potøeba provést úpravu standardní funkce obsa¾ené ve Wavelet toolboxu s názvem orth�lt.m. Ta
slou¾í k výpoètu jednotlivých rozkladových a rekonstrukèních �ltrù. Funguje ov¹em správnì pouze pro
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Obrázek 4: Eliptické prahování: a) tvrdé b) mìkké. Èernì jsou vyznaèeny koe�cienty, které zùstanou
zachovány.

reálné �ltry. Pro komplexní je potøeba ji na konci doplnit o konjugaci tímto zpùsobem:

Lo R = conj(Lo R);
Hi D = conj(Hi D);

Dále je potøeba upravit pøíslu¹né funkce slou¾ící k rozkladu a rekonstrukci (wavedec.m a waverec.m) tak,
aby dokázaly poèítat s komplexními �ltry. To lze provést snadno podle elementárních matematických
pouèek.

5 Aplikace

WT s komplexními �ltry byla pou¾ita pro �ltraci reálného zátì¾ového (tedy silnì zaru¹eného) signálu
EKG a výsledky byly porovnány s výsledky získanými �ltrací Butterworthovou dolní propustí 6.øádu s
mezní frekvencí 40 Hz. Pro stanovení prahu byl pou¾it odhad ¹umu, získaný z nejvy¹¹ího pásma [3]:

�re = Median(jd1re(k)j)=0:6745 (7)

�im = Median(jd1im(k)j)=0:6745;

kde d1re(k), resp. d
1

im(k) jsou reálné, resp. komplexní vlnkové koe�cienty v nejvy¹¹ím pásmu. Parametry
�jre a �jim ve vztahu (6) urèíme podle po¾adavkù na výsledek �ltrace. V na¹em pøípadì, kdy nám jde o
zachování strmosti i velikosti QRS komplexù a potlaèení ¹umu mimo QRS, byly koe�cienty nastaveny
stejnì pro reálnou i imaginární slo¾ku: [8; 7; 8; 10; 8] (od nejvy¹¹ího k nejni¾¹ímu pásmu). Byl tedy pou¾it
rozklad do 5 úrovní a ortogonální vlnky øádu p = 3. Výsledek �ltrace je zobrazen na obrázku 5.

6 Závìr

V prostøedí Matlab byla implementována vlnková transformace s komplexními vlnkami pro reálný vstupní
signál. Bylo tøeba provést nìkteré úpravy standardních funkcí obsa¾ených ve Wavelet toolboxu pro zaji¹-
tìní dokonalé rekonstrukce. Ukazuje se, ¾e pou¾ití komplexních �ltrù je pro �ltraci výhodné pøedev¹ím
pro pøíznivý tvar impulsních charakteristik (symetrie, resp.antisymetrie), zatímco reálné impulsní cha-
raktristiky ortogonálních �ltrù typu Daubechies jsou nesymetrické.
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