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1. Uvod

Pohybové rovnice diskrétnich linearnich systémt (obr.

1) tvofi soustavu linearnich

diferencialnich rovnic druhého tadu, které se maticove daji zapsat ve tvaru:

M () + BO(r) + K T(¢) = F(¢)

Obrazek 1: Diskrétni linearni soustava

(1)
kde matice hmotnosti M,
tlumeni B a tuhosti K jsou

¢tvercové realné matice fadu N.
Matice M navic byva symetricka
pozitivné definitni (ve vétSing
ptipadt diagonalni).

Podle vlastnosti matic B, Kzdélujeme soustavu do nasledujicich tiid [ 1]:

» Soustava konzervativni (B = 0)

« Soustava slab& nekonzervativni (K-M™-B = B-M*-K)
« Soustava siln& nekonzervativni (K-M™*-B # B-M™.K)

2. Konzervativni a slabé nekonzervativni soustavy
2.1  Urceni vlastnich frekvenci a vlastnich vektort

Pro oba piipady (konzervativni i slabé
nekonzervativni soustavy) vychazi vypocet
z homogenni diferencidlni rovnice:

M () + K [@(1) =0 (2)

které vyhovuji feSeni:
O(1) =ule™ a (1) =wie™.

Derivaci a dosazenim do rovnice ( 2 )
nalezneme zdkladni ulohy pro fteSeni
vlastnich ¢isel a vektorti.

(K -Q> M) =0 (3)

WK -Q> M) =0 (4)

Priklad vypoctu v Matlabu

% Vlastni frekvence a vektory

% L ... vlastni frekvence

% U ... vlast. pravostr. vektory

% W ... vlast. levostranne vektory
[U,L] = eig(inv(M)*K);

[W,L1] = eig(inv(M")*K");

% Razeni levostrannych vlastnich

vektoru

Y=W,;

fori=1:N,
L2 = diag(L);
[i] = find(L1(i,i) == L2);
Y(i) = W());

end

Ww=Y;

V ptipad¢ symetrickych matic M a K jsou pravo- i levostranné vektory totozné (U = W).

Pro jednozna¢né urceni je nutné vlastni
vektory normovat [ 1], [ 2]Normu je tfeba
zvolit tak, aby vektory spliovaly vztahy:

WM =1, W'IKW=AN (5)

% Normovani vlastnich vektoru
Mmod = W*M*U;

U = U*inv(sgrt(Mmod));

W = W*inv(sgrt(Mmod));



Pro slabé nekonzervativni soustavu je tfeba vlastni frekvence dale upravit:

Matice tlumeni B se pievede na diagonalni

matici. Po zavedeni modalni transformace

®=U (6)

a Ssvyuzitim normovanych vektora ( 5 )
ptejde rovnice ( 1 ) pro pfipad volného
kmitani do tvaru:

E+2DE+NAE =0

Z toho vyplyva, Ze vlastni ¢isla jsou ve

%Transformovana matice tlumeni D
D = W"*B*U;

%Vypocet vlastnich hodnot
for n = 1:N,
delta(n) = D(n,n)/2;
% br ... pomerny utlum
br(n) = delta(n)/sqrt(L(n,n));
% Lt ... vlastni frekvence
Lt(n) = abs(sqgrt(L(n,n)*...
(1-br(n)*2)));

tvaru  A=-0%4-Q7 , kde

predstavuje vlastni frekvenci tlumeného
soustavy.

Q end

2.2  Volné kmitani

Pro oba typy soustav je tieba prevést

TN . 11 ] % Transformace poc. podminek
pocvat(eicr}l podminky do  modalnich DOSUY = W*M*pOCPOSLV:
souradnic. rychlost = W*M*pocrychlost;
EO)y=w" M [® (7)

EQO)=w"T M

2.2.1 Konzervativni soustavy

Volné kmitani vzobecnénych soufadnicich [ 1 ] v ndvaznosti na transformaci ( 7 ) vychazi ve
tvaru:

N
PD(¢) = ZU" %(O) [¢os(Q [4) + @sin(Q B)B (8)
S 0 Q O
for m = 1:length(t)
for k=1:N,
for n=1:N,
if L(n,n)~=0

vysl(m,n)=(posuv(n)*cos(L(n,n)*t(m))...
+ (rychlost(n)/L(n,n))*sin(L(n,n)*t(m)))*U(k,n);
vyslrychl(m,n)=L(n,n)*(-posuv(n)*sin(L(n,n)*t(m)) + ...
(rychlost(n)/L(n,n))*cos(L(n,n)*t(m)))*U(k,n);
else
vysl(m,n)=posuv(n)*cos(L(n,n)*t(m))*U(k,n);
vyslrychl(m,n)=-L(n,n)*posuv(n)*sin(L(n,n)*t(m))*U(k,n);
end
end
xhom(m,k) = sum(vysl(m,:));
end
end

2.2.2 Slabé nekonzervativni soustavy
Regeni — charakter pohybu - zavisi na typu tlumeni. Rozlisujeme podkritické (b2 < 1), kritické

(b? = 1) a nadkritické tlumeni (b> 1). Zpouziti transformace ( 7 ) vyplyvaji nasledujici
feSeni:



Podkritické tlumeni
N - 0
o)=Y U, 27" 70 os(@, B+ OO G0 mym
n=l |:| Qt |:|
Kritické tlumeni

()= YU, @ (0) + ((0) + S E(O) ]

Nadkritické tlumeni

t

OE iun 27 [ (0) Rosh(Q, ) + wsmhm, B0
=1 O O

%0Odezva na pocatecni podminky
for m = 1:length(t),
for k=1:N,
for n=1:N,
% Podkriticke tlumeni
if br(n)*2 <1
if Lt(n)~=0
vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*(posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m))+ ...
((rychlost(n)+delta(n))/Lt(n))*sin(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
else
vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
(posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
end
% Kriticke tlumeni
elseif br(n)"2 == 1
vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
(posuv(n)+(rychlost(n)+delta(n)*posuv(n))*t(m))*U(k,n);
% Nadkriticke tlumeni
else
if Lt(n)~=0
vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*(posuv(n)*cosh(Lt(n)*t(m))+ ...
((rychlost(n)+delta(n))/Lt(n))*sinh(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
else
vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
(posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
end
end
end
xhom(m,k) = sum(vysl(m,:));
end
end

2.3 Vynucené kmitani

(9)

(10)

(11)

Pro zjednoduSeni je naznacen vypocet pouze pro piipad buzeni harmonickymi silami.

Zakladni rovnici ( 1 ) mizeme v tomto piipad¢ prepsat do tvaru:
Q) =(K+iQB-Q* M) () =HIF(®)

Ptenosovou matici H Ize nazvat matici dynamické poddajnosti uvazované soustavy.

Urceni matice pfenosu pro konzervativni soustavu
H = U*inv(L-omegal”~2*diag(ones(2,1)))*W';

Urceni matice pfenosu pro slabé nekonzervativni soustavu
H = inv(K+i*omega(m)*B-omega(m)"2*M);



3. Silné nekonzervativni soustavy

V ptipadé¢ siln€ nekonzervativnich soustav je vhodné prevést model do stavového prostoru
s dvojnasobnou dimenzi. Charakteristicka rovnice ( 1) pak bude mit tvar:

% Sestaveni stavovych rovnic

MM [3(t) + KK x(2) = f(¢) (12) MM = [O M:M BJ;
KK = [-M 0;0 K];
_ [0 . 0 _ O % Levostranne vektory a vlastni
X = %DD X = %-)D /= B:H frekvence
0 0 [U,L] = eig(-inv(MM)*KK);
Matice MM a KK jsou ¢tvercové matice %Pravostranne vektory
dimenze 2N. [W,LL] = eig(-inv(MM)*KK’);

V analogii s ( 3) a ( 4 ) nalezneme vlastni
Cisla a vektory homogenniho modelu

(12).
3.1  Razeni vlastnich &isel a vektora

Kofeny charakteristické rovnice, resp. jeji vlastni ¢isla jsou bud’ po dvojici komplexné
sdruzena, nebo realna. Usporadejme vlastni Cisla viz [ 1 ].

A =-a; +iB, A =-a,-iB, j=1,2,...m (13)
A =-a, j=2m+1, ... 2N

J
Podle sefazenych vlastnich ¢isel je tfeba uspotfadat pravo- i1 levostranné vlastni vektory.
Vlastni vektory musi byt normovany — v analogii s podminkami ( 5 ). VSechny matice jsou
Ctvercové dimenze 2N, kde U zna¢i matici pravostrannych vlastnich vektorti, W -

levostrannych vlastnich vektor a A diagonalni matici vlastnich frekvenci:

W MM =1, W KK =-A (5)
% Razeni vlastnich frekvenci
L1=L;
fori=1:2*N,
L211(i) = L1(i,i);

if real(L11(i)) >0
disp('Soustava je nestabilni’);
end
if imag(L11(i)) >0
zaporny(i) = L11(i);
elseif imag(L11(i)) < O;
kladny(i) = L11(i);
else
realny(i) = L11(i);
disp('Soustava je pretlumena);
end
end
kladny = nonzeros(sort(kladny))’;
zaporny = nonzeros(sort(zaporny))’;
realny = (realny)’;
for j = 1:2*N,
if | <= length(kladny)
L(.j) = kladny(j);
elseif j > length(kladny) & j <= (length(kladny)+length(zaporny))
L(j,j) = zaporny(j - length(kladny));
elseif j > (length(kladny)+length(zaporny))
L(j,)) = realny(j - length(kladny) - length(zaporny));
end
end



3.2  Vynucené kmitani

Podobné jako u slab& nekonzervativnich soustav naznacime jen feSeni pro harmonické buzeni.
V modalnich soufadnicich dostaneme vztah mezi buzenim a odezvou [ 5 |:

x=UGQO-N)" of (14)

Pokud jsou splnény podminky ( 5’ ) a ( 13 ) vychazi feSeni pohybu v zobecnénych
soufadnicich:
O=UDW " +U D W F=Hf

1 . 1
D =diagh— D D" =diagd———b
fHm-Ar fHm-Ar
A, A ... komplexn& sdruZend vlastni &isla

Urceni matice pfenosu pro siln€ nekonzervativni soustavu
H = U((N/2+1):N,1:N/2)*D*W((N/2+1):N,1:N/2)' +
U((N/2+1):N,(N/2+1):N)*DS*W/((N/2+1):N,(N/2+1):N)";

4. Zavér
Prispévek popisuje feSeni diskrétnich soustav metodou modalni transformace, spocivajici
Vv ndhrad¢ vzajemné vazanych diferencidlnich rovnic vySetfovaného dynamického systému, za

soustavu nezavislych samostatné fesitelnych rovnic. Naznacen je vypocet vlastnich frekvenci
a vektort, volného kmitani a vynuceného kmitani pro systémy bez a s tltumenim.
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