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1. Uvod

vvvvvv

feSeni systému linearnich rovnic. Oznaéme M, , mnozinu vSech matic typu (m, n). Uvazujme
systém linearnich rovnic

Ax=b (1)
kdeAd M, je regularni ax, b7 M, , pak existuje jediné feseni Xo= A™b.
Pokud ale maticé neni regularni, pak tato soustava mize mit i nekoneéné¢ mnoho feSeni nebo
nemusi byt fesitelna. V tomtopiipadé hledame feSeni ve smyslu metody nejmensich ctverci (MNC).
Jinymi slovy, pokud ma systém linearnich rovnic nekonecné mnoho feseni, hledame to, které ma
minimalni normu a pokud nema feseni, hledame vektor, ktery minimalizuje normu rezidua

|[Ax=b)

a mezi vSemi vektory minimalizujicimi tuto normu jeormé nejmensi.
Je znédmo, ze pokud pro vektor X[J M 1 uvazujeme Euklidovskou normu

x|, = x"x o)

1ze feSeni ve smyslu metody nejmensich ¢tverc systému linearnich rovnic popsat pomoci Moore-
Penroseovy inverz8udeme-li pro vektorx[J M ,; uvazovat normu definovanou vztahem

X, =+x"Nx (3)
kde NJ M, , je pozitivng definitni a symetrick4 matice (PDS), pak lze feseni ve smyslu MNC

systému linearnich rovnic popsat pom@bipmanovy pseudoinveradvedend tvrzeni Ize najit v
[1], [10].

2. Metoda nejmensich ¢tverci

V této kapitole uvedeme definici MooRenroseovy a Chipmanovy inverze a popiSeme feseni ve
smyslu MNC systému linearnich rovnic (1), kde AL M, a b[I M 1.

Uvedené definice a véty 1ze najit naptiklad v [1], [10].

Definice 2. INecht’ AL M .. Pak maticeX[J M , ., spliiujici axiomy
(i) AXA=A (i) (AX)" = AX (4)
(i) XAX = X (v) (XA = xA

se nazyvaMoore-Penroseova inverzeaticeA a znaci se A*. Nékdy se pouziva také zkraceného
nazvupseudoinverze.

Véta 2. 2 Pro kazdou matici AL] M , , existuje jedind Moore-Penroseova inverZe A
Duikaz Ize najit v jiz citované literatute [1], [10].

Uvazujme nyni pro vektor X[J M, Euklidovskou normu definovanou vztahem (2).



Véta 2.3 Necht ALDM ., b0 M1 a %= A"b. Pak pro kazdé x[O M, 1, XZ X, plati:

(@) [Ax ~bf, <[|Ax-b],
nebo
(b) [Ax ~b|, =[Ax=b], a [x], <[],

Vektor = A"b se nazyva resenim ve smyslu metody nejmensich ctvercii systému linedrnich rovnic
(1), nékdy byva také oznacovano jako ,,the least squares solution with minimum norm’.

MoorePenroseovu inverzi lze zobecnit nasledujicim zplisobem, (viz [2], [10]):

Definice 2. 4Necht NLJ M, a MJ M 1, , jSOu PDS matice ALJ M ., Pak maticeX[J M
spliujici axiomy

(i) AXA=A (i) (MAX)" = MAX (5)
(i) XAX = X (v) (NXA)T = NXA
byva oznacovana jako ,N-norm M-least squares generalized inverse of A"znaci se
A -

V nékterych publikacich Ize tuto zobecnénou inverzi také najit pod nazven€Chipmanova
pseuinverzeyebot’ jako prvni se o této inverzi zminil J. S. Chipman ve svém ¢lanku [2].

Uvazujeme-li misto Euklidovské normy (2) normu definovanou vztahem (3), Ize zformulovat
analogicka tvrzeni, jejichz dikazy lze najit v [10].

Véta 2. 5 Pro kazdou matici AL] M 1, na dvé PDS matice NCOM , a MO M ., €Xistuje jedina
Chipmanova pseudoinverze.

Véta 2.6 Necht N[JM, a M[JM yn jsou PDS matice a necht ALIM ,,, b0 M., a
Xo = AI;,Nb'
Pak pro kazdé x[O M., X#%X j€:

@ [Ax -bl, <|Ax-b],
nebo
() A% =bl,, =[Ax=H], a [x], <[x],
Vektor % je pak feSenim ve smyslu metody nejmensich ¢tverct systému linearnich rovnic (1), v

nékterych publikacich lze toto feseni najit také pod nazvem ,the M-least squares solution with N-
minimum norrf

3. Grevilliv algoritmus

Pro vypocet Moore-Penroseovy inverze existuje fada metod, jejichz ¢aste¢ny prehled lze najit v [8].
Programovysystém MATLAB ma pro vypocet této inverze zabudovany M-file pinv, ktery je
zalozen na singularnim rozkladu matice. V [8], ale i v fad¢ jinych pracich je ukazano, ze velmi
efektivni metodou pro vypocet Moore-Penroseovy inverze je také ttwevilliv algoritmus.

Jeho vypocet je zalozen na nasledujici véte, ktera popisuje jak v pripadé, kdy mame danu matici A,
jejiz Moore-Penroseovu inverA” zname, spo¢itime Moore-Penroseovu inverzi matice vzniklé
ptidanim jednoho sloupce k maticiA.



Véta 3.1

Neclr A, UM
Pak

m,n 'an+l M m,1 a nechr Awl = (Ah an+1)D M m,n+1 *

+ - +a'n+ k:+
A1+1 = EAM ih'r ! ! E
n+l

T (- AA R pokud (1 ~AA R, #0
kde kK, = §|(| ~ A b,

0 ———— (A Aa.  poud (-AATR, =0

|:| l+||Ahan+1 2

Diikaz této véty lze najit v [1].

Vyse uvedena véta popisuje jeden krok Grevillova algoritmu, takze cely algoritmus, ktery Ize najit
Vv citovang literatuie [1], [10], je pak nasledujici:

Grevilliiv algoritmus:

Necht Anl] M, necht a;, i=1,...,n znaci i-ty sloupec matice A a necht A=(ay,...,&) je matice
tvorena prvnimi k sloupci matice A.

Algoritmus:

-1
(@) A;:%afai) a pro a, 20
H O pro a =0
(b) Pro k=2,...,n pocitime postupné
() de =ALa, ¢ =a. -A,d,

& =(cfe )'cT proc %0
+dd,)"dT A7, proc, =0

(i) A= E“*—lt;dkbk%
k

+ +
A" = A,
je hledana Moore-Penroseova inverze matice A.

(i) b, =

Potom

4. Zobecnény Grevillav algoritmus
Nasim cilem nyni bude zobecnit Grevilltv algoritmus pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze,
pticemz vyuzijeme Véty 3.1 s tim, ze pro vektory X(J M 1 @ Yy M, ; definujeme normy vztahem

[, = x"Mx Ivly =+y" Ny,
kdeNOOM,, a MO M ,, jsou PDS matice.
Zobecnény Grevilliv algoritmus pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze uvedeme ve dvou verzich.

V prvni verzi budeme pro vektog// M, , i = 1,..., m-luvazovat Euklidovské normy definované
vztahem (2). Druhéa verze Zobecnéného Grevillova algoritmu bude obecnéjsi v tom smyslu, Ze



pro vektoryz[J M;,,i=1,..., m-1 budeme definovat normy vztahem

4y, =vz'Niz.

kdeNy,...,Ny.1je posloupnost PDS matic, pticemz N,[J M ;. Na tuto posloupnost PDS matic nejsou
kladeny zadné teoretické pozadavky, pouze z numerického hlediska by bylo vhodné, aby tyto matice
byly dobfe podminéné.

Nejprve uvedeme tvrzeni potiebna pro dalsi vyklad.

Véta 4. 1 ( Singularni rozklad ) Necht je dana matice ALl M, , rank(A) = r. Pak existuji
unitarni matice U7 M 1, a VOO M takové, Ze

A=UDV (6)

0 .
D= E?)l OE] M.,.,D, =diag(d,,....d, )OM,,

matice O je reguldarni a je urcena jednoznacné az na permutace svych diagondlnich prvkii. Vzorec
(6) se nazyva singularni rozklad matice A a diagonalni pryky.dd. matice Q se nazyvaji
singuldrni cisla matice A.

kde

Dtikaz 1ze najit v [10].

Poznamka 4. 2Jestize AL] M, je PDS matice, pak jeji singularni rozklgelvetvaru

A=UDUT
a pro jeji singularni ¢isla plati d; > 0,....,d, > 0.

Nyni tedy uvedeme algoritmus pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze.

I. varianta zobecnéného Grevillova algoritmu:
Necht jsou dany PDS maticeNLI M, , MO M,y @ maticeAl] M .
1. Necht M = UDU T je singularni rozklad matidd, kde

D =diag(d,,...,d, )

Aﬂ—l = (D (1) Om—l,l)J ! A a am = (Ol,m—l \/E)J ! A
DY = diagl/d, ,..../d, ;)

a kde Q,znaci nulovou matici typu (m,n).
2. Polozme

Polozme
kde
A =NA (ANZAT)

3. Necht' a , k=1,...m-1 znadi k-ty fadek matice A1 aAc, K =1,... m-1 necht’ zna¢i matici
tvofenou prvnimi K fadky matice An1. Prok=2,..., m postupné pocitejme

de =a AL

G =a —dA,

b, = é;:kN_lc: ):10k pro ¢, 20
+dkdkT)1dk(A.:_1)T N pro ¢, =0.

Pak prok = 2,...m-1 je
A=A, -N7bld, N7)



Prok = m je pak hledana Chipmanova pseudoinverze uréena vztahem
A=A, = (A -N7bld, N7 )DYUT.
Dtikaz algoritmu lze provést matematickou indukci ovéfenim platnosti axiomu (5).

Priklad 4. 3 Vypocitejte Chipmanovu pseudoinverzi matice A, je-li dano
4

g 2B N v
°> 6 9 H 4 16{
1.krok algoritmu

, _[P4619 -088177 106056 O
- 0.8817 o.4719% H o 3.3944%

Pak je tedy
A =(13.0218 17.4297 21.8376), a, =(1.8530 1.0980 0.3429

2.krok algoritmu

018
A’ =[0.02117

H.0181-

3.krok algoritmu

=0.0632
(1.0301 -0.0035 -1.037])
=(2.3573 -0.0081 -2.3735
11579 05263
ALy =A =003158 -0.05267
Ho.5088 -0.1404H

Jednoduchym vypoctem lze ovéfit, Ze tato matice splituje axiomy (5).

d,
C;
b,

Nyni uvedeme obecnéj$i verzi algoritmu, kterou jsme zminili jiz v Gvodu této kapitoly. Pro
jednodussi zapis pouzijeme v dalSim operaci *, kterou definujeme takto:

Definice 4. 4Necht’ je dana matice ALJ M n a dvé PDS matice NOOM ,n @ MOM nm. Pak
definujme operaci * pfedpisem

A" =NTATM.

II. varianta zobecnéného Grevillova algoritmu:

Necht jsou dany PDS matice N[ M, a MLJ M, , @ maticeAL] M ., , Déle necht’ je dana
posloupnost PDS matibly ,...,Ny.1, pfiCemz N[ M ;.

1. Oznat¢me A=A, N,=M. Déle prok =m, m-,...,2 pocitejme matice

Ao =EYA  a =EVA,
kde



pricemz
N, =U,DUy
jsou singularni rozklady a
D, =diag(d,,..d, ), DY = (diag(d,,....d, ,))™, D® =1/d,.
2. Polozme
A =NTA (ANTAT)
3. Prok=2,..., m postupné pocitame matice typu (n, k)

*

o

d, =a, AL
C =a, —d, A
P\ S AN
b, = (ck) ch) (ck) N proc #0
* _1 + * —
+dkdk) dk(ﬂ_l) pro C, =
Pak prok=2,..., mjsou matice
Aun = A
Chipmanovy pseudoinverze mafg
Tedy pro danou matid a PDS matic&/, N je hledana Chipmanova pseudoinverze rovna

+ — At
Aun = A

Dtikaz algoritmu lze podobné¢ jako v pfedchozim dokazat matematickou indukci ovétenim platnosti

axiomd (5).

kde

5. Pouziti Chipmanovy pseudoinverze v uloze optimalni interpolace
Uvazujme ulohu interpolovat dana data (X;, y;), i = 1,...,n kubickym splajnem. Pokud
predpokladame, Ze uzly splajnu S(X)jsou pravé v predepsanych bodech x;, pak podminky
interpolace

S&Eyi,i=1,..,n
porechavaji kubickému interpolacnimu splajnu dva volné parametry. Je znamo, viz [3], [5], ze
ptirozené kubické splajny, tj.splajny s nulovymi druhymi derivacemi v krajnich bodech,
minimalizuji na mnoziné funkci

V ={sOW2[x,x,]s(x)=y;.i =1....n}
L, normu svych druhych derivaci, tedy funkcional

I(s)=|d: = }[s"(x)]zdx

Ukazeme, jak lze tuto vlastnost kubickych splajnti zobecnit . Nasim cilem bude tedy najit feSeni
nasledujici ulohy: necht’ jsou dany uzly splajnu

Ao <A <<Agy ()

a body interpolacex{ y;), i = 1,...,n. Hledame kubicky splajn na dané posloupnosti uzli,
interpolujici dan& data a minimalizujici funkciodés).

Na dané siti uzli Ize pouzit riznych typl reprezentaci splajni. My budeme pouzivat B-splajnoveé
reprezentace. Pouzité definice a zakladni vlastnosti B-splajnd 1ze najit v [3], [5].

Vektorovy prostor kubickych $gnt s posloupnosti uzlti (7) ma dimenzi g+4. Na této posloupnosti
uzlii I1ze sestrojit pouze g-2 linearnd nezavislych kubickych B-splajnii B*(X) ,i = 0,...g-3. Abychom



dostali celou bazB-splajnd, je tieba piidat dalsi uzly
AL<AL,<SA, <A, A <A S}\g+4.

Na takto rozsitené posloupnosti uzlii jiz mizeme sestrojit g+4 linearnd nezavislych B-splajnii Bi*(x),
i =-3,...9. Pak kazdy kubicky splajn na této posloupnosti uzll je jednozna¢né urcen vektorem
B-splajnovych koeficientt b=(bs,...,0,)" a tedy Ize psat

s)= 3 bB(x)

g+l s )\g+2 g+3

i
Interpolani podminkys(x) =i , i = 1,...,npak miiZzeme zapsat ve tvaru

Chb=y (8)
kdey =(yu,...,})" a C,4 je (n,g+4) - koloka&ni matice kubickych B-splajni B*(X) , i=-3,...,9
v bodechx,...,%. Obecnou definici kolokacni matice lze najit v jiz citované literatufe.
Pokudn=g+4 a koldka¢ni matice C, je regularni, pak existuje jediné feseni systému (8). Nejsou
zde tedy zadné volné parametry, kterych bychom mohli pouzit k optimalizaci. Je zfejmé, Ze systém
(8) je tesitelny prave tehdy, kdyz n<g+4 a maticeC, je plné fadkové hodnosti. V tomto piipadé
mame k dispoziaj+4-n volnych parametrd. Nasledujici vétu 1ze v obecné verzi najit v [3].

Véta 5. 1 (Schoenberg-\Whitney)
Matice C, bude plné fadkové hodnosti praveé tehdy, kdyz n<g+4 a existuje
{Hlv--’un} O {A—s""’Ag}’ Hi < Hi+1’i =1...,n
takové, ze
M <X < Ui,,i=1...N

Pouzitim piesné kvadraturni formule (Simpsonova formule pro linearni funkci) dostaneme
funkcional J(s)ve tvaru

J(s)= I[s"(x)]zdx = ZI[S"(X)]zdx :% MTRM,

kdeM;=s"(x;),i=1,...,n M= (My,...,M)" aRje tiidiagonalni PDS matice typu (n,n), pfi¢emz
diag(R)=(2h,2(hy+hy),...,2(h.1+h n5),2h,1), subdiag(R)=( iyhy,...,h,.1), kdehi=X;.1-X, i=1,...,n-1.
Dale 1ze pouzitim vlastnosti derivovani B- splajni psat

M =6C,S,b,
kdeC, je (n,g+2) - koloka&ni matice linearnich B-splajni B(x),i=-1,...,g Vv bodeclx,, ..., %
a$ je (g+2,9+4)-matice plné fadkové hodnosti, jejiz j-ty fadek ,j = 1,...g+2 , je tvaru

(Ol,j—l € _(ej—z + fj—2) fj—z Ol,g—j+2)’
kde
1 1

= f = k=-1...0.
E ()\k+2 _/\k—l)()\k+2 _/\k) “ ()‘k+3 _Ak)()\k+2 _/\k)

Pak Ize tedy psat funkciond(s)ve tvaru

2
J(s)=6(C,S,b)' RC,S,b =6|C,S,b. 9)
NaSe uloha je tedy nymajit vektorB-splajnovych koeficientt b splitujici podminky interpolace (8)
a minimalizujici funkcional(s)ve tvaru (9).

Oznatme Z=C, S, coz je matice typu(n, g+4)a feSime systém linearnich rovnic

Zb=d, (20)
kded je zatim neznamy vektor. Aby existovalo feSeni tohoto systému, je nutné a postacujici, aby
maticeZ byla plné fadkové hodnosti. To bude vzhledem k vlastnostem matic®; splnéno v ptipadé,



kdyz n<g+2 a maticeC, bude pIné fadkové hodnosti. Analogicky s Vétou 5.1 1ze stanovit
nasledujici:

Véta 5. 2 MaticeC, bude plné fadkové hodnosti prave tehdy, kdyz n<g+2 a existuje
{u,,...u } O {A_3,...,Ag}, M <M, 0=1..n

takové, Ze

U <X < H,,,i=1..,n

Pokud je tedy matic€, plné fadkové hodnosti, existuje jediné feseni ve smyslu MNC systému (10)
a lze jej podle Véty 2.6 psat ve tvaru

b=2;,d

Vektor b ov§em musi spliiovat také podminky interpolace, takze po dosazeni do (8) dostavame
systém linearnich rovnic

C,Zz, d=y.
Matice tohoto systému je vzhledenpiledchazejicim predpokladiim plné fadkove hodnosti, tedy
opét existuje jediné feSeni ve smyslu MNC a podle Véty 2.6 je tvaru
d=[c,zz, ] .y
Celkem lIze tedy hledany vektbrtj. feseni nasi tlohy, psat ve tvaru
+
b:Z;,l [C4Z;,I I,Ry (11)

Na zaklad¢ predchazejicich uvah lze tedy zformulovat vétu:

Véta 5.3 Necht jsou dany uzly splajnu Ap<...< Age1 @ data (X, ¥ ), i=1,...,n takova, Ze n< g+2.
Pak existuje jediny kubicky splajn s(x) interpolujici dana data a minimalizujici funkcional

I(s)=|d: = I[s”(x)]zdx
prave tehdy, kdyz existuje 1
{uy,....pu } O {}\_3,...,Ag},ui <U,,i=1..,n

takove, Ze

Hi <X < Hipp,d =10,
Vektor Bsplajnovych koeficientit b splajnu s(x) je urcen vztahem (11).

Pokud nejsou splnény nutné a postacujici podminky piedchozi véty, pak vektor B-splajnovych
koeficientd b danyvztahem (11) uréuje kubicky splajn s(x), ktery dana data pouze aproximuje,
nikoliv interpoluje.

Priklad 5.4 Nauvedeném obrazku jsou dva kubické splajny. Plnou ¢arou je zndzornén splajn,
ktery splituje nutné a postacujici podminky Véty 5.3 , a tedy interpoluje dana data. Carkovaneé je
znazornén splajn, ktery tyto podminky nespliluje, a tedy dana data pouze aproximuje.

6. Numerickeé vysledky
Grevilltv algoritmus pro vypocet Moore-Penroseovy inverze dava dobré numerické vysledky pro
matice mensich rozmért. Stejnyvysledek lze tedy ocekavat i u Zobecnéného Grevillova algoritmu.
Pro ilustraci zde uvedeme nékolik vysledkt pro riizné matice.
Ozna¢me X Chipmanovu pseudoinverzi matiéepro dané PDS matidd, N ptislusnych rozméra.
Dale necht’” v(1)=max(AXA-A), v(3)=max(( MAX-)MAX)

v(2)=max(XAX-X), v(4)=max(( NXANXA) a v =max; v(i).



Uloha optimalni interpolace

20 ‘ ‘
plné = splajn s uzly [-4,-1,5,12,14,20],
podminky Véty 5.3 jsou spinény
15+ ¢arkované = splajn s uzly [-4,-1,3,5,20],
podminky Véty 5.3 nejsou spinény
10+ .
* - body interpolace
o0 - uzly splajnu
5¢ |
or |
5+ 4
_10 L L L L
-5 0 5 10 15 20

x=[-3,-2,2,10,13,15],y=2sin(x+1)

Numerické vypocty jsou provedeny v systému MATLAB na osobnim pocitaci Intel Pentium II, 333
Mhz, RAM 64 MB, HDD 4.8 GB. Pouzita je I. varianta zobecnéného Grevillova algoritmu, jehoz
M-file je uveden wnasledujici kapitole. Vypocty jsou provedeny pro matice A ndhodnych cisel

z intervalu[0,1] o rozmérech (m,n)a hodnostir. MaticeM, Njsou pIné PDS matice odpovidajicich
rozmgr.

m,n r V

5, 10 5 6.03 1¢'
10, 25 5 8.52 1t
50, 100 50 5.73 19
75, 100 50 3.74 10
100, 100 50 1.92 10
150, 100 50 2.42 10
150, 100 100 5.89 10
250, 100 50 7.68 10
250, 100 100 | 3.79 10
250, 250 250

7. M-files
Pro ilustraci zde uvedeme M-file I. varianybzcnéného Grevillova algoritmu a M-file, ktery
pocita maximalni odchylku v definovanou \piedchozi kapitole.

function PA=zgrevil(A,M,N)
%A...dana matice
%M, N...PDS matice odpovidajicich rozmért
%PA...Chipmanova pseudoinverze matice A pro dané PDS matice M,N
[m,n]=size(A);
R=[];
% 1. krok algoritmu
[U,D,V]=svd(M);
dM=diag(D);
E=diag(dM(1:m-1));F=diag(dM(m));



e=[sqrt(E),zeros(m-1,1)]*U";
f=[zeros(1,m-1),sqrt(F)]*U";
u=e*Av=f*A,
A=u;R=[A;v];
% 2. krok algoritmu
a=R(1,);
PA=inv(N)*a"*inv(a*inv(N)*a’)
% 3. krok algoritmu
for k=2:m
a=R(k,:);d=a*PA;
c=a-d*A(1:(k-1),:);
if max(max(abs(c)))<107(-10);
c=zeros(1,n);
end
if c==zeros(1,n);
b=inv(1+d*d")*d*PA™*N;
else
b=inv(c*inv(N)*c")*c;
end
if k==m;
PA=[PA-inv(N)*b"*d,inv(N)*b"*sqrt(D)*U’;
else
PA=[PA-inv(N)*b"*d,inv(N)*b";
end
end

function v=test(A,P,M,N)
ax(1l)=max(max(abs(A*P*A-A)));
ax(2)=max(max(abs(P*A*P-P)));
ax(3)=max(max(abs((M*A*P)'-M*A*P)));
ax(4)=max(max(abs((N*P*A)'-N*P*A)));
v=max(ax);
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