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Úvod – základní pojmy

• Produkční jednotka – U1, U2, …, Un

• Vstupy (zdroje) – X = {xij, i=1,2,…,m, j=1,2,...,n}

• Výstupy (efekty) – Y = {yij, i=1,2,…,r, j=1,2,...,n}

• Efektivnost (relativní, technická, paretovská)

• Míra efektivnosti – výstupy/vstupy

 

   vstupy produkční jednotka výstupy 
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Přehled modelů a metod

Parametrické metody

x = f(, y1, y2,..., ym) + 

Neparametrické metody

* metody vícekriteriálního rozhodování (WSA,

ELECTRE, PROMETHEE, AHP, TOPSIS,…)

* modely analýzy obalu dat 
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Modely analýzy obalu dat 
(DEA – Data Envelopment Analysis)

      výstup 
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   efektivní hranice  
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     y   U´ U3   
     množina produkčních 
                          možností 
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Modely analýzy obalu dat 
(DEA – Data Envelopment Analysis)

1. Efektivní jednotky (leží na efektivní hranici)

2. Neefektivní jednotky (neleží na EH)

Dosažení efektivnosti (efektivní hranice):

1. Zvýšit výstupy při zachování současné úrovně vstupů (míra 
efektivnosti = y´/y > 1) – modely orientované na výstupy (output
oriented)

2. Snížit vstupy při zachování současné úrovně výstupů (míra 
efektivnosti = x´/x < 1) – modely orientované na vstupy (input
oriented)

3. Kombinace obou přístupů (aditivní modely, SBM modely)
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CCR (Charnes, Cooper, Rhodes) model

konstantní výnosy z rozsahu (konický obal)

 výstup 
          CCR efektivní hranice 

         U1 
     
        U´  ́   U2  
     y  ́    U3   

  
                         U8   
                        
       
  U7  
   U6 
        

y U5 
       U  ́    U4   
  
 
  
       0     x  ́    x    vstup 

 

maximalizovat

za podmínek

k = 1,2,…n,

ui > , vj > .
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CCR (Charnes, Cooper, Rhodes) model

Primární model: Duální model:

maximalizovat z = uTyq min f =   (eTs+ + eTs) ,

za podmínek vTxq = 1 , za podmínek Y  s+ = yq ,

uTY  vTX 0 , X + s = xq ,

u  , v   . , s+, s  0.

Jednotka Uq je efektivní, jestliže platí:

1. Hodnota proměnné  je rovna jedné

2. Hodnoty všech přídatných proměnných s+ a s jsou rovny nule

Virtuální jednotka (cílové hodnoty vstupů a výstupů):

x´q = X* ,

y´q = Y* , kde * jsou opt. hodnoty proměnných duálního modelu 
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BCC (Banker, Charnes, Cooper) model
variabilní výnosy z rozsahu (konvexní obal)

 výstup 
          BCC efektivní hranice 

         CCR        U´´ U1 
     y´      
          U2  
     y    U3   
  U*        U  ́
                         U8   
                        
       
  U7  
  U6 
        

 U5 
             U4   
  
 
  
       0      x´  ́     x  ́      x  vstup 

 

maximalizovat 

g =  + (eTs+ + eTs) ,

za podmínek

Y  s+ = yq ,

X + s = xq ,

eT = 1 ,

, s+, s  0.
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Modifikace základních DEA modelů 

1. SBM (slack based measure) modely, ve kterých je míra 
efektivnosti určena neradiálně součtem (případně jinou mírou) 
odchylek od efektivní hranice

2. Modely super efektivnosti, které se snaží klasifikovat efektivní
jednotky

3. Modely, které umožňují pracovat s nežádoucími výstupy
(například emise produkované hodnocenou jednotkou)

4. Modely s ovlivnitelnými nebo neovlivnitelnými vstupy

5. Modely pro hodnocení efektivnosti dodavatelských řetězců

6. Modely s diskrétními vstupy a výstupy

7. Stochastické modely
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Klasifikace jednotek v DEA modelech
(modely super efektivnosti)

 výstup 
           

                  U1 
        U2   
            U* 
           U3   

          
                         U8   
                        
       
  U7  
  U6 
        

 U5 
             U4   
  
 
  
       0           vstup 

 

Model Andersena a Petersena
(radiální model)

SBM model (Tone)
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Aplikace DEA modelů 

1. Finanční instituce – hodnocení efektivnosti poboček (banky, 
pojišťovny, stavební spořitelny,…)

2. Zdravotnictví – hodnocení efektivnosti nemocnic, jednotlivých 
oddělení nemocnic, privátních lékařů,…

3. Školství – hodnocení efektivnosti školských zařízení (fakult, 
kateder v rámci vysoké školy, středních škol stejného typu, 
základních škol) 

4. Obchod – hodnocení efektivnosti jednotlivých provozoven 
(obchody, čerpací stanice) v rámci daného řetězce

5. Průmyslové firmy – hodnocení produktivity a efektivnosti firem 
daného odvětví
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Hodn. efektivnosti bankovních poboček (1)

počet účtů
počet transakcí
zůstatek na účtech

počet pracovníků
provozní náklady
plocha, kterou má
pobočka k dispozici

81 (ČR)

počet depozitních účtů
počet kredit. transakcí
počet debet. transakcí
počet zpracovaných 
žádostí o půjčku

počet pracovníků
počet přepážek
počet počítačových 
terminálů

68 (Řecko)

počet transakcí
počet kredit. karet
objem půjček 
cenné papíry

mzdové náklady
technolog. vybavení

580 (Velká Británie)

VýstupyVstupyPočet poboček (stát)
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Hodn. efektivnosti bankovních poboček (2)

No. of transactions 
No. brokerage activities
No. credit operations
No. new acc. opened
No. ATM trans.
No. special services

No. employees
No. windows operated
No. ATM

911 (Belgie)

Credit profits
Deposits
Banking profits 

Credits granted
Banking expedintures
Salaries
Operational expedintrs

591 (Slovensko)

No. counter transactions
No. counter sales
No. security transactions
No. deposit sales
No. loan sales
No. term accounts

No. tellers
No. account. officers
No. typing staff
No. supervision pers.
No. credit staff

291 (Kanada)

VýstupyVstupyPočet poboček (stát)
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Výpočetní aspekty 

1. Řešení n optimalizačních úloh
(n+m+r+1) proměnných (m+r) omez. podmínek

2. Řešení jedné optimalizační úlohy
n(n+m+r+1) proměnných n(m+r) omez. podmínek

3. Dvoustupňové řešení
a) optimalizace radiální skalární proměnné  ()
b) maximalizace přídatných proměnných s+, s-

4. Otázky nepřípustnosti řešení

5. Programové vybavení
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1. Frontier Analyst
Banxia Software,Inc. (+ comfort, user-friendly environment, 

price, limited number of models)

2. Warwick DEA software
University of Warwick (+ wide menu of models,  price)

3. DEA Excel Solver
Zhu (2003) – (+ models, price,  comfort)

4. Modelling languages
LINGO, GAMS, MPL for Windows, AMPL, XPRESS-MP,…

5. MS Excel DEA Solver / University of Economics –
http://nb.vse.cz/~jablon

Software for DEA models
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Numerical example – input data
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Numerical example – results
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DEA in modeling languages – LINGO model



20

Závěr

1. DEA modely berou v úvahu současně několik vstupů a výstupů. 

2. Vstupy a výstupy mohou být vyjádřeny v různých jednotkách
bez potřeby jakékoliv normalizace nebo jiné úpravy.

3. Nepředpokládají ani nevyžadují žádnou funkční závislost mezi 
vstupy a výstupy ani žádné vyjádření preferencí uživatele 
s ohledem na vstupy a výstupy.

4. Hodnocené jednotky jsou porovnávány přímo vůči ostatním 
jednotkám souboru.

5. Řešení DEA modelů je relativně bezproblémové a uživatel 
vystačí v krajním případě i s jednoduchým optimalizačním 
řešitelem.

6. Jako informaci pro uživatele poskytují nejen míru efektivnosti, 
ale i cílové hodnoty vstupů a výstupů pro dosažení efektivnosti.
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